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1 Chinskie twierdzenie o resztach

Ponizsze twierdzenie stuzy do wyznaczania liczby (x w ponizszej ramce) na podstawie znajomosci reszt z jej
dzielenia przez znane ,moduty” mq,ms,... ,m;. Okazuje sie, ze przy pewnych zalozeniach to sie¢ daje zrobi¢ z
doktadno$ciag do dodawania wielokrotnosci iloczynu mq - mso - ... - my.

Na nastepnej stronie zilustrowana jest proba ustawienia oddziatu x zoinierzy w rozne szyki, przy czym
okazuje sie, ze

o w szyku dwojkowym jeden pozostaje bez swojej dwojki, czyli = =5 1;

e w szyku trojkowym dwoch pozostaje bez swojej trojki, czyli x =3 2;

e w szyku piatkowym trzech pozostaje bez swojej piatki, czyli x =5 3.
Okazuje sie, ze stad juz wynika, ze x moze by¢ kazdg z liczb postaci 23+ 30k dla dowolnego catkowitego k.
Jesli wiec ,wida¢ na oko”, ze liczba zolierzy w oddziale jest dodatnia, ale nie wieksza niz 50, to jedyna
mozliwoscia jest x = 23.

Chinskie twierdzenie o resztach stuzy do rozwigzywania takich wtasnie uktadéw kongruencji, czyli do
ustalania wielkosci = w oparciu o jej reszty z dzielenia przez ustalone moduty.



Przy ustawieniu parami. .. Przy ustawieniu tréjkami. ..

...jeden zostal bez pary. ...dwaj zostali bez tréjki.

Przy ustawieniu pigtkami. ..

...trzej zostali bez pigtki.

Stad wynika, ze wszystkich byto 23.



Chinskie twierdzenie o resztach
Zalozmy, ze

L. my,...,m; € N~ {0} sa parami wzglednie pierwsze, oraz
2. ai,...,ag EN
Dla rozwiazania uktadu kongruencji M 81 =y 1
my
s Eml al M — 1
T =g, G2 (1) .y S$2 =my
T =m, Ak
M —_—
najpierw znajdujemy s, sg, ..., S, takie ze p— Sk =my, L
Uktad (1) ma doktadnie jedno rozwiazanie xy modulo M = m; - ... my, dane wzorem
M
Top = — 81°A1+— S Ao+ ...+ — "S- ag
my mo mi.
Zadanie 1:

Z chinskiego twierdzenia o resztach wyznaczy¢ najmniejsze dodatnie rozwiazanie uktadu kongruencji:

T =3 2

Tr =7 4

T =10 6
Rozwigzanie:

(2)

Moduty 3, 7 i 10 sa parami wzglednie pierwsze (prosze nigdy nie zapominaé o sprawdzeniu tego
warunku!), wiec mozna stosowaé chinskie twierdzenie o resztach. Zaczynamy od rozwigzania kongruencji':
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“S9 =71 Rozwigzaniami sa: So =74

10

Wobec tego rozwiazaniem oryginalnego uktadu (2) kongruencji jest
3-7-10 3-7-10 3-7-10

=— 124+ — 444 ——-1-6

3 - 7 - 10

= 140 4+ 480 + 126 = 746 =3.7.10 116

Zo
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stosujacego rozszerzony algorytm Euklidesa.



(bo 3-7-10 = 210). Wobec tego wszystkie rozwiazania maja postaé

r =116+ k- 210 (dla k € Z)
Zadanie 2:
Sprawdzi¢, ze w przyktadzie na stronach 1-2 rozwigzanie 23+430-k istotnie wynika z chinskiego twierdzenia
o resztach.
Zadanie 3:
Z chinskiego twierdzenia o resztach wyznaczy¢ najmniejsze dodatnie rozwiazania uktadow kongruencji:
T =32 T =16 13 T =31
(a) =53 (b) ¢ x =974 (©) r =56
r = 4 T =59 16 T =115
T =95 4

2 Funkcja Eulera
Definicja funkcji ¢ Eulera:

o(n) % liczba takich k € {1,2,...,n}, ze nwd(k,n) = 1

czyli liczba liczb miedzy 1 a n (wlacznie) wzglednie pierwszych z n.

Obliczanie wartosci funkcji ¢ Eulera:
b 1

p(n) = n]] (1— —)

=1 pi

gdzie pi, pa, ..., pr sa wszystkimi pierwszymi dzielnikami liczby n.

Twierdzenie Eulera:
Jesli n 1 a sa wzglednie pierwsze i n > 2, to

a®™ =, 1

Zadanie 4:

Policzy¢ reszte z dzielenia liczby 491°%° przez 300.

Rozwigzanie:

Najpierw policzmy ¢(300). Jej dzielnikami pierwszymi sg 2, 3 i 5:

©(300) = 300-(1—3)-(1—3)-(1—1) =300-1-2-2 = 80



Wobec tego z twierdzenia Eulera mamy 49%0 = 499600 =, 1 bo 49 i 300 sg liczbami wzglednie pierwszymi.

Dlatego /

491500 — 4980~18+60 — (4980)18 . 4960 =100 118 . 4960

= 49% = (49%)% = 2401%° =55 1 = 1

Zadanie 5:

Policzy¢ nastepujace reszty z dzielenia:

(a) 81090000 hrzez 63 (b) 110" przez 73 (¢) 7727 przez 17

3 Male twierdzenie Fermata

Mate twierdzenie Fermata
Jesli p jest liczba pierwsza i @ > 0 nie jest wielokrotnoscia liczby p, to

p—1 —
a’m=,1

Zadanie 6:

Wyznaczyé reszte z dzielenia 720!

przez 13.

Rozwigzanie:

Z matego twierdzenia Fermata mamy

712 _ 71371 513 1
Poniewaz 2021 = 168 - 1&

72021 — 71216845 — (712)168. 75 = . [186.75 — 75 — (72)2 47l

:492*7 =13 102*7 = 1007 =13 9x7 =13 11

Zadanie 7:

Z pomoca malego twierdzenia Fermata wyznaczy¢ reszty z dzielenia
(a) 28123456 proey 41;
(b) 57666666 przez 29;

(c) 1111 przez 59.




