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Wyktad 2, str.1

Indukcja zupe’maI

VN (Vk‘<n P(k) = P(”))
Vn P(n)

(réwnowazna zwykfej)

Twierdzenie: Kazda liczbe naturalna mozna zapisa¢ w uktadzie dwojkowym;
czyli dla kazdego n € N istnieje takie k € N (liczba bitéw) oraz takie
bo,b1,...,bg—1 € {0,1} (kolejne bity), ze

k—1

n = Z b, . 27
1=0

Dowéd:

Przypadek n =0 lubn=1: 0=0-2" a 1=1-2°
Przypadek n > 2: wtedy iloraz catkowity n/2 < n , wiec z zat.ind.:

n/2 = Zk:ol b; -2 reszta

przy tym n = (n/2)-2+n%2 i n%2 e {0,1} , wiec
no= (S0 02024 n%2 = SN b2t 4 n%2
k i
= Z/i:l b;Q + n%2- b6




Wyktad 2, str.2

Indukcja zupe’maI
: R 5 Tabliczka czekolady: n = a x b kostek. lle trzeba ztaman, zeby
podzieli¢ na osobne kostki?

Twierdzenie: potrzeba n — 1 zlaman.

Dowad:
Zat. indukc.: dla dowolnej tabliczki ztozonej z £ < n kostek
potrzeba k — 1 ztaman

Teza indukc.: dla tabliczki ztozonej z n kostek potrzeba
n — 1 ztaman

Za pomoca pierwszego zfamania otrzymujemy
tabliczke o &y kostkach i
tabliczke o ko = n — k; kostkach
przy tym
ki <noraz ko <n
Wobec tego sumaryczna liczba ztaman:
1+ (ki =1+ (ka—1) = ki+ky—1 =n-1
U

Wyktad 2, str.3

Sumy kolejnych liczb, ich kwadratéw, szesciandw itp.

(k+1)2—(k—-1)2 = (B +2k+1)— (K> =2k +1) = 4k

czyli

M = (k+1)%— (k—1)? Uwaga, kropeczki!

wiec
. _ 22_02 N n n+1

n—1

4.1

4.2 = 3212 4y k=) K=Y K

4.3 = 42_22 k=1 k=2 k=0

4.4 = 52_32 = (n+1)2+n2712—02
................................ = 2n2-|—2n
4.-(n—2) = (n—1)2—(n—3)?
4-(n—1) = n*>—(n —2)? i"’ _ n(n+1)

4-n = (n+1)>2=(n-172 ) = 2



Wyktad 2, str. 4
Sumy kolejnych liczb, ich kwadratéw, szesSciandw itp.

Z powodu tych niedodefiniowanych kropeczek, to nie byt porzadny do-
wad, to byt tylko sposdb wpadniecia na pomyst. Teraz trzeba udowodnic:

Twierdzenie: Dla dowolnego n € N zachodzi

Sy = et l
k=1 2

Dowdd:
Przyp. bazowy dla n = 0: oczywiste.

Krok indukcyjny:
zat. indukcyjne: > _ k =

2
teza indukcyjna: >k - %

L= k~A2 Y0k + (n+1)

n(n+1)

n(n+1) + (TL—|—1) _ n(n+1);2(n+l)

2

(n4+1)(n+2)
2

Wyktad 2, str.5

Sumy kolejnych liczb, ich kwadratéw, szesciandw itp.

Zn:k2 =7
k=1

(k+1)°—(k—1) = (K +3k*+3k+1)— (k* —=3k* +3k — 1) = 6k* +2

czyli

6k* +2 = (k+1)° — (k—1)° Uwaga, kropeczkil

wiec
n n+1 n—1
612+2 23_03 3\ 62k2+2n = de — Zké
k=1 k=2 k=0

6-2°42 = 3%-13 = =

6-3242 = 4393 = (n+1)° +n° -1° -0

6-4242 = 5%-3° = 2n° +3n° 4+ 3n
6-(n—2)2%42 = (n—1>3-(n—-3)3 = n2n’ +3n+1)+2n
6-(n—1)24+2 = n®—(n —2)3

6-n°+2 = (n+1)>3*—(n—1)

3 ikz _ n(n+1)(2n+1)
k=1 6



Wyktad 2, str.6
Sumy kolejnych liczb, ich kwadratéw, szesciandw itp.

Twierdzenie: Dla dowolnego n € N zachodzi
n(n+1)(2n+ 1)

> 6

Dowod:
Przyp. bazowy dla n = 0: oczywiste.

Krok indukcyjny:
zat. indukcyjne: 3"}, k* = w
[ / 7 (n n n
teza indukcyjna: YAk = (HU2)Eetd)

L = Y/ k2 Sk 4+ (n+1)?
_ n(n+1)6(2n+1) 4 (n+1)2 _ n(n+1)(2n+61)+6(n+1)2
(n+D)(n2n+1)+6(n+1)) _  (n+1)((2n°+n)+(6n46))
6 6
(n+1)(2n*+7n+6) _  (n+1)(n+2)(2n+3)
6 6

Wyktad 2, str.7

Zbior zbioréw'

Twierdzenie: Dowolny zbior n-elementowy ma 2" réznych podzbioréw.

Np. zbiér 3-elementowy {0, 1,2} ma 23 = 8 podzbioréw:
{+ {0y {1} {2} {01} {o0,2} {1,2} {0,1,2}

Dowdd:
Przyp. bazowy dla n = 0: zbiér O-elementowy (pusty) ma 2" = 1 podzbiér — siebie
samego.

Krok indukcyjny:
zat. indukcyjne: dowolny zbiér n-elementowy ma 2" podzbioréw
teza indukcyjna: dowolny zbiér n + 1-elementowy ma 2" podzbioréw

Z n+ 1-elementowego zbioru A wyjmijmy jeden element, powiedzmy a. Kazdemu
podzbiorowi pozostatego n-elementowego zbioru A~ {a}, B C A~ {a}, odpowiadaja
dwa rézne podzbiory catego A:

BCA oraz BuU{a}C A

Wobec tego zbiér A ma dwukrotnie wiecej podzbioréw niz zbiér A~ {a}, czyli ma ich
D2 Lon — 2n+1.



Gra w zapaftki I

Zasady gry:

1. na stole lezy kupka n zapatek

2. 2 gracze wykonuja ruchy na przemian

3. ruch polega na usunieciu z kupki 1 lub 2 lub 3

zapatek

4. kto usunie ostatnig zapatke, ten przegrywa

Twierdzenie:

Wyktad 2, str. 8

Jesli po wykonaniu ruchu przez gracza liczba zapalek na stole wynosi n = 4k + 1
dla pewnego k € N, to ten gracz ma taktyke wygrywajaca.

Dowdd:
Dla £ = 0 — oczywiste.

Zat., ze prawda dla k. Jedli n = 4(k + 1) + 1, to nalezy w nastepnym ruchu usunaé
4 — p zapatek, gdzie p to ruch przeciwnika. Zostanie zapatek
n—p—(4—p) =n—4=4k+1)+1-4 = dk+4+1-4 = 4k+1

wiec stosuje sie zat.ind.

Analiza programu: system pucharowy'

int max(int p, int q):

Tablica a:
o1 -+ P -+ q@ -+ n—1n
——

Po m = max(p,q); mamy:

ps<m<qg A
Vi(p<i<q:>
tab[i] < tab[m])

Dowdd:
Indukcja zupetna ze wzgledu

na q—p.

Whiosek:

A

Wyktad 2, str.9

( p==gq1

p<gl )

s = (p

+q)/2;

!

ml = max(p,s);

m2 = max(s,q);

Y

(almi] > am2]

almi] < a[m2] )

|return P;

|return mi;

|return m2;

Wywotlanie max(0,n) wylicza miejsce w tablicy,
gdzie miesci sie jej najwiekszy element.



Wyktad 2, str. 10

Rekurencje'

Jak z zaleznosci lokalnych wyliczyé ogdlny wzér?

Na przyktad:

T 1. Wiemy, J:ak g_rze.je piec.
I 2. Wiemy, jak ziebig okna.

Y 3. Wiemy, ze temperatura w kazdym

I centymetrze szeSciennym jest Sred-

- nig temperatur w sasiednich centyme-

trach szeSciennych.

Jak policzy¢ temperature np. w tym centy-

metrze szeSciennym?
Punkt 3 powyzej:

temperatura w danym punkcie jest znang funkcjg temperatur sgsiadéw —
zaleznos$¢ rekurencyjna.

Punkty 1 i 2 powyzej: wartosci brzegowe (poczatkowe).

Wyktad 2, str. 11

Rekurencyjna definicja ciagu nieskor’nczonego'

0 jesli n=0
o :> wartosci brzegowe
a. def 1 jesli n=1
n =
Za/ . Qo +CL - o
nogy nz L el jedli n>2
rek,, 2
rene, .
C-J{/na
ag = 0
al 1 - - - -
4, — Gota _ 1 A jakim wzorem wyraza sie
2 2 g
as = a1taz __ 145 _ 3 Ogolny n—ty wyraz
2 2 4
l+§ a/n : ???... n ...???
aztaz _ 271 _ B
ay = 5 = 5 = 3




Wyktad 2, str. 12

Rekurencyjna definicja ciagu nieskor’nczonego'

Jak przejs¢ z rekurencji do wzoru na n-ty wyraz ciagu?
Ogodlnej metody nie ma, chociaz jest do pewnych postaci rekurencji.

Ale zgadniety wzér mozna potwierdzi¢ przez indukcje.

Twierdzenie: Rozwigzaniem rekurencji

a, & 1 jesli m =1 jest  a, = 2
. 3
7‘1”*2‘5"”*1 jesli n > 2
Dowdéd: gy 1
24 _1y0-1 _1 _
Baza: oy =0 (32) =2 =22 =0
2+ _IN1-1
ap = 1 ( 32> — 2—:0))—1 — 1
] ot an_ f +
Krok.ind.: q, = “=21%=1 — —
A= -3) 4+ ()" 3= 24 (—z)" !
- 6 - 6 - 3
L]

Wyktad 2, str.13

Inna rekurencja I

Jeszcze nie twierdzenie: Rozwigzaniem rekurencji
0 jesli n =0
Up1 +3- a2 {+3 - a1 +1  jesli n>1

jest a, =777

Kilka kolejnych wartosci ciagu a,,:

n=| obliczenie a,, | warto$¢ a,,

0 0

1 | 0+3-vV02+3-Y0+1 1

2 | 1+3-V1243-Y1+1 8 a, = ns7?
3 8+3-v8+3.-{Y/8+1 27

4 |27+3-V272+3-V27+1 64




Inna rekurencja I

Twierdzenie: Rozwigzaniem rekurencji

» 0 jesli n=20
il { o1 +3- a2 +3- YA+l jesli n>1
jest a, = n’
Dowdéd:

Przyp.bazowy: oczywisty
Krok indukcyjny:
Uy = Upo1 +3- a2 1 +3- a1 +1

= (=13 (=122 43 {f(n - 1)+ 1
= n—-12+3-(n—-12+3-(n—1)+1

:/]’LS

Wyktad 2, str. 14




