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Wyktad 5, str.1

Podzielnoéc’:.

Whtasnosci podzielnosci przez liczby pierwsze, wzglednie
pierwsze i wcale nie pierwsze

Zaktadamy, ze q,r,a,b,n s catkowite dodatnie.

L dla wszystkich jesliqginr e
wtasnosé : L jesli g pierwsze
dodatnich  |wzglednie pierwsze
glrArla = qla tak

qlaNqlb = ¢*|ab
qglanria = qgr|a
qglanr|b = qr|ab
qglanr|(a/q) =
rlaAql(a/r)
gla" = qla
q|a? < q | amod q

Olm m | OO W >

A: zzat: r=q-kENa=r-/
wiec: a=1(q k) L=q- (k-0
stad:  ¢la



Podzielnoéé'

Whtasnosci podzielnosci przez liczby pierwsze, wzglednie
pierwsze i wcale nie pierwsze

Zaktadamy, ze q,7,a,b,n s catkowite dodatnie.

Wyktad 5, str.2

wiasnosé

dla wszystkich

jesliginr

jesli g pierwsze

dodatnich  |wzglednie pierwsze
glrArla = qla tak
qlanqglb = ¢*|ab tak

glanria = gr|a

qglanr|b = qr|ab

qlanri(a/q) =
rlanql(a/r)

Alm m |0 W >

qla" <= qla

q|a* < q | a mod ¢

B:

zzat: a=q-kNb=gq-/
wiec:
stad:  ¢*|ab

Podzielnoéc"

Whtasnosci podzielnosci przez liczby pierwsze, wzglednie
pierwsze i wcale nie pierwsze

ab=(q-k)-(q¢-0)=¢q>(k-0)

Zaktadamy, ze ¢, 7, a,b,n sg catkowite dodatnie.

Wyktad 5, str.3

wtasnosé dla wszys.tkich jeél_i 9 i. 4 jesli g pierwsze
dodatnich |wzglednie pierwsze

Al qlrAr]a = qla tak
Bl glanq|b = ¢*|ab tak
Cl glanr|a = qr|a nie
D|glanr|b = gr|ab
[ alarr(@/a) =

rlaAql(a/r)
FI qla" <= ql|a
Glq|a® < ¢ | a mod q
C:  kontrprzyktad: 2[4 AN4]4

ale: 2:4 (4



Wyktad 5, str. 4

Podzielnoéé'

Whtasnosci podzielnosci przez liczby pierwsze, wzglednie
pierwsze i wcale nie pierwsze

Zaktadamy, ze q,r,a,b,n sg catkowite dodatnie.

witasnosé dla wszystkich Jesligir jesli g pierwsze
dodatnich  |wzglednie pierwszeJ P

Al qlrAr]a = qla tak
Blqlanq|b = ¢°|ab tak
Cl ¢glanr|a = gr]a nie tak
D|glaAr|b = qr|ab
e| alanrila/q) =

rla A g (afr)
F| q¢la” <= qla
Glg|a? <= ¢ | a mod q
C: ztw. o jednozn. rozkt.: a=pi...paPy---Py-D]-..D!

q r
pi, Dk, P — liczby pierwsze

zadnych wspélnych

Wyktad 5, str.5

Podzielnoéc’.

Whtasnosci podzielnosci przez liczby pierwsze, wzglednie
pierwsze i wcale nie pierwsze

Zaktadamy, ze q,r,a,b,n s catkowite dodatnie.

wtasnosé dla Wszys.tkich jeél_i 4 i. " jesli g pierwsze
dodatnich |wzglednie pierwsze

Al qlrAr]a = qla tak
Bl qlanq|b = ¢*|ab tak
Cl qglanr|a = qr|a nie tak
D|glanr|b = gr|ab tak
el alanrie/q) =

rlaAg|(a/r)
FI| qla" < qla
Glg|a®? < ¢ | a mod ¢

D: zzat: a=q-kNb=1r-V
wiec:  ab=(q-k)-(r-0)=(q-r)-(k-0)
stad:  gr|ab



Wyktad 5, str.6

Podzielnoéé'

Whtasnosci podzielnosci przez liczby pierwsze, wzglednie
pierwsze i wcale nie pierwsze

Zaktadamy, ze q,7,a,b,n s catkowite dodatnie.

wtasnosé dia Wszys.tkich jeél.i 9 i. 4 jesli g pierwsze
dodatnich  |wzglednie pierwsze

Al qlrAr]a = qla tak
Blqlanqglb = ¢°|ab tak
Cl qlanr|a = gr|a nie tak
D|glaAr|b = qr|ab tak
g| alanria/qg) = tak

rlaA gl (a/r)
FI ¢qla" <= qla
Glg|a* < ¢q | a mod ¢

E: zzat: a=q-kNk=(a/q) =71 -/
wiec: a=q-(r-0)=r-(qg-) N (ar)=q-/
stad:  r|a Aql(a/r)

Wyktad 5, str. 7

Podzielnoéc"

Whtasnosci podzielnosci przez liczby pierwsze, wzglednie
pierwsze i wcale nie pierwsze

Zaktadamy, ze ¢, 7, a,b,n sg catkowite dodatnie.

wtasnosé dla wszys.tkich jeél_i 9 i. 4 jesli g pierwsze
dodatnich |wzglednie pierwsze
Al qlrAr]a = qla tak
Bl glanq|b = ¢*|ab tak
C|lqlanr|a = qr|a nie tak
D|glanr|b = gr|ab tak
e| alanrie/q) = tak
rla A gl (a/r)
FI ¢|la" <= q]la nie —
Glq|a® < ¢ | a mod q

F:  kontrprzykfad: 4|2
ale: 442



Podzielnoéé'

Wyktad 5, str.8

Whtasnosci podzielnosci przez liczby pierwsze, wzglednie
pierwsze i wcale nie pierwsze

Zaktadamy, ze q,r,a,b,n sg catkowite dodatnie.

wiasnosé

dla wszystkich

jesliginr

jesli g pierwsze

dodatnich  |wzglednie pierwsze

Al qlrArla = qla tak
Blqlanq|b = ¢°|ab tak
Cl qglanr|a = qr|a nie tak
D|glaAr|b = qr|ab tak

qlanr|(a/q) =
E tak

rlanql(a/r)

FI ¢qla" <= qla nie — tak
G

q|a* < q | amod q

Podzielnoéc’.

Wyktad 5, str.9

Whtasnosci podzielnosci przez liczby pierwsze, wzglednie
pierwsze i wcale nie pierwsze

Zaktadamy, ze ¢, 7, a,b,n sg catkowite dodatnie.

wiasnosé

dla wszystkich

jesliginr

jesli g pierwsze

dodatnich |wzglednie pierwsze

Al g|lrArla = qla tak

Bl ¢laAq|b = ¢*|ab tak

Cl qglanr|a = qr|a nie tak
D{glanr|b = qr|ab tak

Al AT @D = || o

rla A gl (a/r)

FI ¢la" <= qla nie — tak
Glq|a® < ¢ | a mod q nie — tak




Wyktad 5, str. 10

Polityka zaokraglen do liczb ca’(kowitych'

Art. 96.
KONSTYTUCIA 1. Sejm skfada sie z 460 postéw.
RZECZYPOSPOLITE) 2. Wybory do Sejmu s3 powszechne, réw-

ne, bezposrednie i |proporcjonalne|oraz od-
bywaja sie w gtosowaniu tajnym.

|

Co to znaczy?
Jaki wspétczynnik
proporcjonalnosci??

Czy to w ogole da sie zrobic?

Wyktad 5, str. 11

Polityka zaokraglen do liczb ca’fkowitych'

Gtosowato: 21596 674 wyborcow
Miejsc w Sejmie: 460
,Cena” 1 miejsca: 219906™ ~ 16 949.291 30

460
. mandaty

partia uzyskane gfosy proporcjonalne | faktyczne
PiS 7640 854 162.746 950 8 194
KO 6629 402 141.2034520 157
3. Droga 3110670 66.255 95219 65
Nowa Lewica 1859018 39.596 295 24 26
Konfederacja 1547 364 32.958 19717 18

... wiec wybory nie sg proporcjonalne.

Liczby pochodza z
https://sejmsenat2023.pkw.gov.pl/sejmsenat2023/pl/sejm/wynik/pl




Wyktad 5, str.12

Polityka zaokraglen do liczb ca’(kowitych'

Wybory nie sg proporcjonalne. To wynika

e troche z metody d'Hondta zaokraglania,

e z progu 5-procentowego,

e gtdwnie z samej koniecznosci zaokraglania w okregach.
Partia pechowa moze straci¢ na zaokraglaniu do 41 mandatéw (po 1 w
okregu).

Ordynacja wyborcza ,,proporcjonalna zaokraglana” sprowadza sie
e przy okregach 1-mandatowych —— do czysto wiekszosciowe]
e przy okregu 460-mandatowym —— do prawie proporcjonalnej

U nas okregi sa ok. 11-mandatowe. ..

Wyktad 5, str.13

nwd jako kombinacja Iiniowa'

Wiemy, ze dla dowolnych a,b € Z (t.z. przynajmniej jedna jest niezerowa)
istnieja wspdtczynniki z,y € Z spetniajace

r-a+y-b = nwd(a,b)
Ale takich wspétczynnikéw jest duzo. ..

Twierdzenie: Jezeli
r-a+y-b = nwd(a,b)
to dla kazdego t € 7 zachodzi

b-t a-t
. — . b = d(a,b
<x+nwd(a,b)> @ (y nwd(a b)) nwd(a, b)
Dowdd:
(x+nvvf{%>a+(y—m>b

= m-a+%+y-b—% =x-a+y-b = nwd(a,b)

]



Wyktad 5, str. 14

Gdzie szukac liczb pierwszych?'

Twierdzenie:
Dla kazdej liczby naturalnej n > 1 istnieje liczba pierwsza p taka, ze

n<p<nl+1

Dowod:
Jesli n! + 1 jest pierwsza, to p = n! + 1.

Jesli n! + 1 jest ztozona, to niech p > 2 — pierwsza t.z.

pln!+1
Oczywiscie p<n!+1;aleczyn < pm
Gdyby p < n, to p|n!; jednoczesnie p|n!+ 1 ; wiec
pl(!+1)-nl =1 -

[

Wyktad 5, str. 15

nwd i nww'

Definicja: (nwd) Definicja: (nww)
Najwiekszy wspolny dzielnik liczb | Najmniejsza wspolna wielokrotnosé
a,b € Z € Z~{0} to najwieksza ta- | liczb a,b € Z~{0} to najmniejsza ta-

ka de N, ze ka k e N, ze
dla 1 d|b alk 1 bk
Oznaczenie: d = nwd(a, b) Oznaczenie: d = nww(a,b)

Twierdzenie:
nwd(a,b) - nww(a,b) = |al - |b]
Dowdd: (bardzo nieformalny...)
Rozpiszmy obie liczby na iloczyny czynnikdéw pierwszych:

a = Pp1... Pn
Oczywiscie [abl =p1-... Py Dy~ . Dy, -

lloczyn tych czynnikéw, ktére wystepuja zaréwno w rozktadzie a jak w rozkfadzie b
to nwd(a, b). Jesli wykreslimy z tego iloczynu jedna ich kopie, czyli podzielimy ilo-
czyn ab przez nwd(a, b), to pozostanie jedna kopia wspdlnych, oraz te, ktére wystepuja
w rozktadzie tylko jednej z liczb. Czyli pozostanie minimum tego, co jest potrzebne,
zeby dzieli¢ sie zaréwno przez a jak przez b. Czyli nww(a, b).



nwd i HWWI

Prosty wniosek:
a ib sa wzglednie pierwsze <= nww(a,b) = |a

Przyktad: ———
24=4-6=2-12 =nwd(4,6) - nww(4,6)
o 12
~ —

24 =2-2-2-3 = 2 ,-2-2-3
—~~ ~~
4 2
Przyktad: ——
810 = 18- 45 =9-90 = nwd(18,45) - nww(18, 45)
~__
45 90
—— —N—
810 = 2-3-3-3-3-5 = 3-3-2-3-3-95
18 9

Kongruencje I rébwnowazne sformutowania

Definicja: (kongruencja)
Niech n € N~\{0,1} i a,b € Z. Wtedy

a przystaje do b modulo n

a jest rowne b modulo n
a jest kongruentne do b modulo n LN { b
a=0b (mod n) nla—
a=,0b

a mod n =06 modn

N

Wyktad 5, str.16

Wyktad 5, str. 17

rownowazne warunki

Twierdzenie:

Niech n € N~\{0,1} i a,b,c € Z. Wtedy
1. a=, a
2. jesli a=,b to b=, a
3. jesli a=,b1b=,c to a=, c

Whiosek:
=,, jest relacja rownowaznosci w 7

Oznaczenie: [a|,, — klasa abstrakgji relacji =,



Wyktad 5, str.18

Kongruencje'

Przyktady:
07 = [Tz = [Ty = [14]y = {...,—14,-7,0,7,14,21,.. .}
bl = [-2]7 = [12]; = [19]7 = {...,—9,-2,5,12,19,26,...}
[—11]12 = [-23]12 = [1]12 = [13)12 = {...,—35,-23,1,13,25,...}
Zadanie:
Wyznaczy¢ zbior [16]5 N[11]4 .
[16]5 — zbidr liczb, ktérych reszta z dzielenia przez 5 jest taka sama jak dla 16, czyli 1

[11]4 — zbidr liczb, ktérych reszta z dzielenia przez 4 jest taka sama jak dla 11, czyli 3

Czesé¢ wspdlna — liczby postaci 5a + 1 i jednoczesnie 4b + 3.

ba+1 = 4b+3
5a —4b = 2 — réwnanie diofantyczne; rozwigzanie: a =4t+2 b =5+ 2
5-(4t+2)+1 = 20t + 11

Odpowiedz:
[16]5 N [11]4 = [11]20

Wyktad 5, str. 19

WHtasnosci relacji =,

Twierdzenie:
at+c=,b+d i

Jezeli {st Oraz},to a—c=,b—d i
- a-c=,b-d

Dowad:
Z zatozenia istnieja kil tz. a—b=kn i c—d=/{n.Wiec
(a+c) — (b+d) = (a—b) + (c—d) =kn+{In=(k+{n wiec a+c=, b+d
(a—c) — (b—d) = (a—b) — (c—d) =kn —tn=(k—{)n wiec a—c=, b+d
ac—bd = a(c—d) + d(a—b) = aln + dkn = (al+dk)n wiec ac =, bd

W zasadzie kongruencjg nazywa sie¢ ogdlnie réwnowaznos$¢ ,zgodna” z dziataniami. To
twierdzenie wykazuje, ze =, jest kongruencja.

Whiosek:
Jezeli a=,0b, to ak =, bF .

332 przez 20?7

To utatwia szybkie rachunki reszt. Np.: jaka jest reszta z dzielenia 72
e kongruencja

72332 z'?o 332 =818=,18=1

rownosé



Wyktad 5, str.20

WHtasnosci relacji =,

A jak jest z dzieleniem?

Czy {Zjnz oraz} = afc=,b/d?

Mamy {10 = 4} - {czy 10/2 =¢ 4/2 }

2 =¢ 2 czyliczy 5=¢2 7
Ale 6 ) 5—2, wiec tak nie jest.

Whiosek:
Relacja =,, jest kongruencja za wzgledu na dodawanie, odejmowanie i
mnozenie. Ale nie jest kongruencja ze wzgledu na dzielenie.

Wyktad 5, str. 21

Whtasnosci relacji EnI

Ale jednak (z pewnymi zastrzezeniami — patrz nizej) kongruencje mozna skracac przez
wspolny czynnik. . .

Twierdzenie: (o skracaniu)
Z axr =, ay wynika T =(p/nwd(a,n)) Y -

Whiosek:
Jesli a in sa wzglednie pierwsze, to z ax =, ay wynika © =, y (mozna skracaé
przez czynnik wzglednie pierwszy z modulem).

Dowdd: (tw. o skracaniu)
Z zatozenia wynika a(x —y) =n -k dla pewnego k € Z. Wobec tego

(x— ) — -k

_ . (x — _ - .

nwd(a, n) 4 nwd(a, n)

nwd‘(La - nwd?a oS3 wzglednie pierwsze. Wiec pierwsza z nich nie moze dzieli¢ sie

przez zaden czynnik drugiej; wobec tego dzieli = —y . Stad teza.

O

. n
nwd(a,n)



Wyktad 5, str.22

Whtasnosci relacji Enl

Przyktad: (skracania) Przyktad: (skracania)
2:9 =18 = 4-4+72 25-1 =25 = 15-1+10
2:7 =14 = 4-3+2 25-4 = 100 = 15-6+ 10
wiec wiec
2:9 =, 2.7 25-1 =5 25-4
czyli czyli
9 =7 — NIE! 1l =4 — NIE!
ale nwd%2,4) =5 =2, wicc ale nwd(1255,15) =2 =3, wicc
9 =, 7 1 =3 4

Wyktad 5, str.23

Liniowe réwnania ,,modulo” I

Przyktad:
Zmalez¢ wszystkie rozwigzania kongruencji

3r =g O
Przejrzenie wszystkich reszt: Rozwigzanie systematyczne:

]s | [32]s 3r 48t = 5
[0]s | [0]s Znalezé nwd wspdtczynnikéw:
[1]s | [3ls 8=8.1 +3-0
2]s | [6]s gzg (1) +§2 .
3 1 3.7 = 5 = To- (=
ug ug : 1=8-(—1)+3-3
8 8
i i 3.3=1 ||-5
6]s | [2]s 3.15 = 5 15=x7
[7]s | [5]s 3:7 =55




Wyktad 5, str.24

Liniowe rownania ,,modulo” I

Twierdzenie: (o rozwigzywaniu réwnan ,,modulo”)
Jesli a i n sa wzglednie pierwsze, to kongruencja

a-r =, b
ma w zbiorze {0,1,2,...,n — 1} dokladnie jedno rozwiazanie.
Dowadd:

Wzglednie pierwsze — wiec istniejg s,t € Z t.z.
as +nt =1 ||-b
asb + ntb = b || mod n
a(sb) =, b

wiec = = sb mod n jest rozwigzaniem.

Gdyby byty dwa rozwiazania
a-xr9g=,b oraz a-xr1=,0
to
a-Tog = a-IT
co mozna skréci¢ do
To =n T1

poniewaz a i n s3 wzglednie pierwsze.

O

Wyktad 5, str. 25

Liniowe réwnania ,,modulo” I

Twierdzenie: (o rozwigzywaniu réwnan ,modulo”)
Rozwiazania réwnania ,modulo” a-x =, b sa jak nizej:
(a) jesli d =nwd(a,n) f b to rozwiazan nie ma;
(b) jesli d =nwd(a,n) | b to wszystkie rozwiazania w zbiorze {0,1,....n — 1} sa
postaci
ro+k-5 dla0<k<d

gdzie x jest rozwigzaniem réwnania uproszczonego

a — b

da'rt =% 9

Dowdd: — punkt (a)
a-r=pb <= dpcpax+In=>
< dyep d- (%x%— %6) =b

wiec b musi dzielié sie przez d, zeby zachodzita réwnos¢.
g



Liniowe rownania ,,modulo” I

Twierdzenie: (o rozwigzywaniu réwnan ,,modulo”)
Rozwigzania rownania ,modulo” a-x =, b sa jak nizej:

(a) jesli d =nwd(a,n) [ b to rozwiazan nie ma;

(b) jesli d =nwd(a,n) | b to wszystkie rozwiazania w zbiorze {0, 1,

58 postaci
ro+k-5 dla0<k<d

gdzie x( jest rozwiazaniem réwnania uproszczonego

a _ b
- _—n -

d"t =% 4d
Dowéd: — punkt (b)

a-r =, b < dpeza-x —b=n-1

<:>3gezd-$—gz i

n
d d
wiec = musi by¢ rozwigzaniem réwnania

a J —n Q
d'v =% 4
a takie rozwigzanie z jest tylko jedno w zbiorze {1, 2, ..., 9 1} :

a-(zo+k-2) =d%ao+k%n=4d(20+2+k
= b—i—n'(ﬂ—l—k%) =, b

ale
S

O
Liniowe réwnania ,,modulo” I

Zadanie:

Wyznaczy¢ wszystkie rozwigzania kongruencji
8-x =20 12

w zbiorze {0, 1, ..., 19}.

Rozwiazanie:
nwd(8,20) = 4

Poniewaz 4|12 , rozwigzania istnieja.

Zacznijmy od réwnania uproszczonego

8 pu— 2 1 . pu—
1T =20 czyli 2.2 =5 3

Wyktad 5, str. 26

coo,n—1}

Wyktad 5, str.27

Jego rozwigzaniem jest oczywiscie © = 4; wiec wszystkie rozwigzania réwnania

oryginalnego to
20 20 20 20
4+0-57, 4+1-57, 4425, 4+43-
czyli
4,9,14, 19



Wyktad 5, str.28

Liniowe réwnania ,,modulo” I

Zadanie:
Wyznaczy¢ wszystkie rozwigzania kongruencji

2912 - & =360 284
w zbiorze {0, 1, ..., 3059}.
Rozwigzanie:
Z algorytmu Euklidesa wyznaczamy nwd (2912, 3060) = 4
Poniewaz 4 |284 , rozwigzania istnieja.
Zacznijmy od réwnania uproszczonego
2912 — 284

7T Ssos S czyli 728 -1 =765 71 czyli 728-x4765-k = T1

7 algorytmu Euklidesa mamy 728 - 62 =745 1 , wiec 728 - 62 - 71 =745 71 , wiec
728 - 440 =765 71 , wiec T28 - 577 =745 71

Wszystkie rozwiazania réwnania oryginalnego to
BT7+0-3%0 | 57741.3960 | 5774.2.3000 " 5774 3. 3060
czyli
577, 1342, 2107, 2872




