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Wyktad 6, str. 1

Powtdrka z relacji I

Bedziemy rozwazaé relacje miedzy elementami jakiego$ zbioru X oraz tego
samego zbioru X
aRb

Oznaczenia: «a jest wrelacji Rz b {(@75) cR

relacja | (podzielnos¢) w zbiorze {0,1,2,3,4,5}
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Powtorka z relacji I

Wyktad 6, str. 2

relacja =, w zbiorze {0,1,2,3,4,5}
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Powtorka z relacji I

Definicja: (wfasnosci relacji)
Relacja R w zbiorze X jest

e 2wrotna, jezeli

e symetryczna, jezeli

e przechodnia, jezeli

Viex TRx

Definicja: (réwnowazno$¢)
Relacja R w zbiorze X jest relacja rownowaznosci, jezeli jest zwrotna,
symetryczna i przechodnia.

Veyex TRy — yRx

Wyktad 6, str.3

Veyzex TRy N yRz — xRz



Wyktad 6, str. 4

Powtorka z relacji I

Przyktady:

e réznos¢ w Z: pRq Lefy P F#q
symetryczna, ale
nie zwrotna (np. = 0 # 0)
nie przechodnia (np. 0 # 1 A 1 # 0 ale = 0 # 0)

e ostra mniejszos¢ w Z: pRq 4% p<q

przechodnia, ale
nie zwrotna (np. - 0 < 0)
nie symetryczna (np. 0 < 1 ale =1 < 0)

e nieostra mniejszoé¢ w Z: pRq <L p < ¢

przechodnia, zwrotna, ale
nie symetryczna (np. 0 < 1 ale = 1 < 0)

e wzgledna pierwszo$é w Z~{0}: pRq PLUN nwd(p,q) =1
symetryczna, ale
nie zwrotna (np. - nwd(5,5) = )
nie przechodnia (np. nwd(2,3) =1 A nwd(3,4) = 1 ale = nwd(2,4) = 1)

Wyktad 6, str.5

Whtasnosci relacji a postacie ich wykreséw'

&5@ &5@
N NG
2 12
< 3
zwrotna niezwrotna

Nieformalnie:
Relacja jest zwrotna jesli jej wykres zawiera przekatna.



Wyktad 6, str. 6

Whtasnosci relacji a postacie ich wykreséw'

2 2
Q Q
N B
& (7
Q Q
symetryczna niesymetryczna

Nieformalnie:
Relacja jest symetryczna jesli jej wykres jest symetryczny wzgledem
przekatnej.

Wyktad 6, str.7

Relacje rownowaznosci I

(zwrotne, symetryczne, przechodnie)

Przyktady:

(a) r6wnoéé w dowolnym X: xRy <% z =y
(b) ré6wnos$é wartosci funkcji f : X — Y
z1 Rz, < f(x1) = f(z2)

(c) rébwnowazno$é ,,modulo” n w Z:
def

pPRqg <— p =n ¢
<—> reszty z dzielenia p i q przez n sa réwne

Powyzsze przyktady (a) i (c) to szczegdlne przypadki przyktadu (b).



Wyktad 6, str.8

Relacje rownowaznosci I

Definicja: (klasy abstrakcji)

Niech R bedzie relacja rownowaznosci w zbiorze X 1 niech x € X. Przez klase abs-
trakcji (inaczej: klase réownowaznosci) elementu = wzgledem relacji R rozumiemy
zbior

zlg & {2’ ' Rx
[} def{xEX‘/R}

czyli zbiér tych elementow zbioru X, ktore sa w relacji R z x.

Whiosek ze zwrotnosci:
Przy zalozeniach jak wyzej: x € [x]g.

Twierdzenie: (o klasach abstrakgji)
Jesli R jest relacja rownowaznosci w zbiorze X, to dla kazdych elementéw x; € X
oraz ro9 € X

e jesli x1 Rxo, to oba wyznaczaja ta sama klase abstrakcji: [x1|r = [22]|r
e jesli w1 Rxo, to ich klasy abstrakcji sa rozlaczne: [x1|g N [x2]r =0

(To wynika z symetrycznosci i przechodniosci R)

Relacje rownowaznosci I

Definicja: (zbiér ilorazowy)

Niech R bedzie relacja rownowaznosci w zbiorze X . Zbiér klas abstrakcji wszystkich
elementéw zbioru X wzgledem relacji R oznaczamy przez X /R i nazywamy zbiorem
tlorazowym X przez R:

Wyktad 6, str.9

X/R < {[2]p|ze X}

(X/R jest wiec zbiorem zbioréw)

Definicja: (przeksztatcenie ilorazowe)
Niech R bedzie relacja rownowaznosci w zbiorze X . Przez przeksztalcenie ilorazowe
rozumiemy funkcje

vr: X — X/R

or(z) £ [z]r

czyli przyporzadkowujaca kazdemu elementowi jego klase abstrakcji.



Wyktad 6, str. 10

Relacje rownowaznosci I

Przyktad:
X ={a,b,c,d,e, f}
R ={(a,a), (b,b),(c,c),(d,d), (e,e),(f, [), (a,e), (e a),(b,d), (d,b), (c, [), (f, )}

S Q- ©
CQ---------- ------------- 0
d ¢---0 Q
e—f——4—4—3
X b ~ | e f
X/R={{a,e}, {b,d}, {c, [}} 9"1}? \%/
X/R {a,e} {b,d} A{c 1}

Wyktad 6, str. 11

Rownowaznos¢ zachowujaca dzia’fanie'

A jesli w zbiorze X jest okreslona jaka$ operacja (dziatanie). ..

X XX — X
Definicja:
Relacja R w zbiorze X nazywa sie kongruencjq ze wzgledu na dziatanie
op : X x X — X jesli
e R jest relacja rownowaznosci w X, oraz
e dla kazdych x, 2", vy, € X

tRx' N yRy' = (xzpy) R (2'epYy’)

Jedli R jest kongruencja ze wzgledu na ©p), to istnieje naturalne przeniesienie
dziatania na zbidr ilorazowy:

. X/R x X/R — X/R
[z]r @D [ylr & [z0PY|R

Czy to jest dobra definicja?



Wyktad 6, str. 12

Rownowaznos¢ zachowujaca dzia’(anie'

. X/R x X/R — X/R
[z]r 0D [y]r & [zODY|r

Czy to jest dobra definicja?
Operacja na klasach abstrakcji zostata zdefiniowana tak, ze
(a) najpierw wybieramy pojedyncze elementy x i y z ich klas abstrakgji
(b) potem stosujemy do nich okreslony na X, zeby uzyskaé z(py
(c) w koncu przechodzimy do jego klasy abstrakcji [z0py]r

Czy otrzymamy ten sam wynik, jesli w punkcie (a) wybierzemy inne ele-
menty z tych samych klas abstrakcji?

[z]r 0D [y]r & [zODY|r

Zatézmy, ze ' € [z]r iy € [y]|r, wiec [2'|r = [z]r i [V]r = [Y]r-
Czy [2'0pY|r = [zODY|R ?
Z definicji kongruencji (z'©epy’) R (zpy) , wiec OK.

Wyktad 6, str. 13

Kongruencje =, w Z

Fakty juz poznane:
Dla kazdego n € N t.z. n > 2 relacja =,, dana przez

a=,b <— amodn=>0modn
< nla—">

jest kongruencja w Z ze wzgledu na dodawanie, odejmowanie i mnozenie.

Oznaczenia:

Zbior ilorazowy 7Z/=, oznaczamy zwyKkle przez Z,,

a jego element |a]=, przez |al,.

Najczesciej jako reprezentanta klasy [al,, wybieramy taki a, ktory spel-
nia 0 < a < n i czesto (dla uproszczenia) piszemy samo a zamiast [al,,.



Wyktad 6, str. 14

Kongruencje =, w Z

Przyktad: tabelki dziatan w Zs5:

+]o]1]2]3]4 “[Joj1]2]3]4
offol1]2[3]4 offofoJoJoJo
1{[1]2]3]4]0 1{fof1]2]3]4
212137401 2lol2]4]1]3
334012 3{fo[3]1]4]2
allalol1]2]3 allol4]3]2]1
Przyktad: tabelki dziatan w Zq:
+]o|1|2]3]4]5][6]7]8]9 ‘o1 |2|3]4]5]6]7]8]09
offol1[2]3[4]5]6[7[8]9 offoloJo[oJoJoJoJo[oToO
1{f1]2]3]4]5[6]7[8]9]0 1ffol1]2(3[4]5]6][7[8]9
221345678901 2/lol2]4]6[8[0[2[4]6]8
33456 7][8]9]l0]1]2 3{fol3[6[9]2|5[8[1]4]7
44567890123 4lolal8]2]6l0la]8]2]6
505678901 [2]3]4 5100[5[o0[5lo0[5][0[5[0]5
66|78 ]9]of1]2]3]4]5 6llol6|2][8]4]0]6]2]8]4
71 71819lo[1]2]3[4]5]6 7ol 7]4]1]8[5][2[9]6]3
gl[glolol1]2]3]4|5]6]7 gllol8[6[4]2]0[8][6]4]2
9folol1]2[3]4|5|6]7]8 9llolol8]7]6|5[4]3]2]1

Wyktad 6, str.15

Kongruencje =, w ZI

Twierdzenie: (wfasnosci dziatan w Z,,)

tacznosé: a+ (b+c) =, (a+b)+c
a-(b-¢c) =, (a-b)-c

e przemiennos¢: a-+b =, b+a
a-b =, b-a

o rozdzielnosé: (a+0b)-c =, (a-¢)+(b-c)
e clementy neutralne: a+0 =, a

a-1 =, a
e clement przeciwny: a+ (—a) =, 0



Wyktad 6, str.16

Kongruencje =, w Z

Do kazdego a € Z,, istnieje —a € Z,, t.z.
a+(—a) =, 0

Wiec istnieje dziatanie przeciwne do dodawania.

A dla mnozenia?

Czy dla kazdego a € Z,, t.z. a # 0 istnieje b odwrotny do a: taki, ze
a-b=,1 7

NIE. Np.w Zip: 5-b0=0 lub 5-b=5, a nigdy 1.

Twierdzenie: (odwracanie w Z,,)
Element a € Z,,~{[0],,} posiada odwrotny wtedy i tylko wtedy, gdy nwd(a,n) =1.

Dowdd:
nwd(a,n) =1 <= a-x+n-y=1 dla pewnych x,y € Z
—ar+0y=,1
—azr=1

Wyktad 6, str. 17

Kongruencje =, w Z

Whiosek:
W Z,~{[0],} kazdy element a # 0 posiada dokladnie jeden odwrotny wtedy i
tylko wtedy, gdy n jest liczba pierwsza.

Wobec tego, jesli n jest liczbg pierwsza, to w Z,, okreslone jest dziatanie dzielenia

| i Zyp X Zpy~A[0]n} — Z,~{[0]n}
a/b def 4. (el. odwrotny do b w Z,,)

Czy =,, jest kongruencja ze wzgledu na dzielenie?
NIE CALKIEM. .. : dzielenie nie jest dziataniem w Z, bo nie kazde dwie liczby daja
sie podzieli¢. Ale:

Prosty fakt:
Jesli n jest liczba pierwsza, a,b,c € Zi a/b = ¢ to
(a mod n)/(bmodn) =, ¢

Dowéd:
Z zatozenia: a = b-c . Stad
amodn = (b-¢c) modn =, (bmodn)-(c mod n)

O



Wyktad 6, str. 18

Podzielnos¢ przez 3'

Twierdzenie:
Reszta z dzielenia liczby a > 0 przez 3 jest taka sama jak reszta z dzie-
lenia jej sumy cyfr dziesietnych przez 3.

Dowod:

Niech ¢y, cq,co,...,c. beda cyframi liczby a od najmtodszej do najstar-
szej:

k
a = co+c 10+ - 10° 4+ ... + ¢ 108 = Y - 10°
i 0<c¢; <10 dla ie€{0,1,2,... .k} . Wtedy
k k
4 a mod 3 = <Z cl--l()Z) mod 3 = ) (¢; mod 3)-(10 mod 3)’

%,: i=0 i=0

k k
J Z ¢; mod 3) (Z ci> mod 3
% i=0

o4 i=0

Wyktad 6, str. 19

Podzielnos¢ przez 9'

Twierdzenie:

Reszta z dzielenia liczby a > 0 przez 9 jest taka sama jak reszta z dzie-
lenia jej sumy cyfr dziesietnych przez 9.

Dowod:
Tak samo jak dla 3:

k k
a mod 9 = (Z 10l> mod 9 = > (¢; mod 9)-(10 mod 9)’

i=0
k k

— Z:(cZ mod 9) = (Z CZ-) mod 9
' i=0

— bo 10 mod 9 =1 (analogicznie do poprzedniego 10 mod 3 =1 ),
l



Wyktad 6, str. 20

Podzielnos¢ przez 11'

Twierdzenie:
Reszta z dzielenia liczby a > 0 przez 11 jest taka sama jak reszta z dzielenia jej
naprzemiennej sumy cyfr dziesietnych
Co—C|l+Cy— ...+ (—1)k-ck
przez 11.

Dowaéd:
Tak samo jak dla 3 i dla 9:

k k
amod 11 = (Z ci-10i> mod 11 = Z(Cl mod 11)-(10 mod 11)"

1=0 1=0

Il

I
o

k
(¢; mod 11) - (=1)% = (Z(—mi-q) mod 11

i=0
U

Przyktad:

546372819 mod 11 = (9—1+8—-2+7—-34+6—-4+5) mod 11
= 25mod 11 = (5—2) mod 11 = 3 mod 11 = 3

Wyktad 6, str. 21

Obliczenia i rownania ,,modulo”'

Przyktad:
(4005 + 2 - 175)% =g5 ?

(4005 + 2 - 175) (poniewaz: 4005 mod 85 = 10
/ 175 mod 85 = 5)
=85 (10 + 2- 5)2 =85 400
=85 60
Przyktad:
2024 2025 _—

22024 . 32025 =5y 272891 30405 = 5 (27)%89.2.(3°)10° =19 287592432
=100 2821441 . 9. 43220241 =, (84144.28) . 2. (49202 . 43)
=100 84' - 49207 - (28 -2-43) =199 5677 - HT-8 =109 36° -8
=100 96" -8 =190 16”-8 =190 56*-16-8 =100 36> - 28
=100 96 - 28 =190 88



Wyktad 6, str. 22

Obliczenia i réownania ,,modulo”

Przyktad:
377 -7 =464 58

464 = 464-1 + 377-0 Stad:

e I 377 -5 =464 29 ||-2
87 = 464-1 + 377 (—1) : :i(iél :

| 29 = 464-(—4) +377-5 V/ 377 - 10 =464 58
0 = 464- ................

Przyktad:

637 = 637-1 +20-0
20 = 637-0 +20-1 Stad:
17 = 637-1  +20-(=31) 2 . 223 oy 1 ||-102
3 = 637-(=1)+20-32 : =637 '
2 = 637-é )+20-(—191) / 20 - (223-102) =637 102
(1 = 637-(=7)+20-223 | 20 - 451 =¢37 102
0 = 637 ©oveernnnnnn...

Wyktad 6, str.23

Obliczenia i réwnania ,,modulo”'

Przyktad:

Rozwiaza¢ w Zi, uklad z 2 niewiadomymi:
2x + S'y =11 1
6x + 5y =11 O

2c4+3y =11 1 ||-6  (bo2:6 =11 1)
r+T7y =11 6

Tr =11 6—7y
6:-(6—7y)+5y =11 5 )

36 —42y +5y =11 5

37y =11 31

4y =11 —2

2y =11 —1

2y =11 10 !

v S0 675

r =11 —29

1'5114



Wyktad 6, str.24

Obliczenia i rownania ,,modulo"'

Zadanie:
Udowodni¢, ze dla kazdego n € N zachodzi 45| 47*" — 7% .

472n o 72n =45 22n — 49" =45 A — 4" = ()

Zadanie:
Udowodni¢, ze dla kazdego n € N zachodzi 13| 3"+2 4 427+

32y gl = 3n.g 44 = 3n.9 4 1674
=133"9+3"4 = 3".(9+4) = 3713 =13 0

Wyktad 6, str.25

Chinskie twierdzenie o resztach.

Legenda:

W starodawnej chinskiej armii zamiast ,kolejno odlicz” kazano wojsku ustawiaé sie
w rozmaite szyki i wnioskowano o liczebnosci oddziatu wg liczb zolnierzy, ktorzy do
szyku nie pasowali.

Parami. .. Tréjkami. . .

... dwaj bez trojki.

W tym przypadku liczba zotnierzy n musi spetniac:
nmod?2 = 1

n mod 3 = 2
nmodb = 3

Jedno z mozliwych rozwigzan: n = 23 .
Czy istniejg inne?



Wyktad 6, str.26

Chinskie twierdzenie o resztach'

lé“ié
=
: T2
Po raz pierwszy: %%%g%g‘%
Sun Zi, Chiny wiek -V %ﬁ’ﬁﬁ){?;}%ﬂ
Porzadne sformutowanie: ;: ﬁ %zé %‘%
Aryabhata, Indie wiek VI A E P AR PR
iﬁxﬁm»iﬁw
Petna ogdlnosé: |3 %‘j{)’%% Al
Qin Jiushao, Chiny wiek Xl X ?%ggg
REARNE ARE AP foilk o=
e |2 %;'
i “Eﬁigh;
b IE AR dadi Sk
W= —lER
Wyktad 6, str.27
Chininskie twierdzenie o resztach.
Twierdzenie:
Zalozenia:
® my,my,...,my €N niezerowe; M = mi-mo-...-my ;
e nwd(m;,m;) =1 dla i#j, i,j €{1,2,...,k};
® a1,as,...,a; € N niezerowe.
Wtedy uktad kongruencji:
T =y, 41 %'81 =m, 1
T =mp G2 Niech s1, 59, ...,5; t.z. { ™2 52 =ms
T =, Gk o Sk =my 1

ma doktadnie jedno rozwiazanie modulo M, dane przez

M M M
To — (m—l'Sl‘CLl + m—2'82‘@2 + ...+ m—kSkCLk> mod M



Chinskie twierdzenie o resztach'

Przyktad-bajka:

Wyktad 6, str. 28

7 zb6jcow dzieli sie tupem — sakiewka ze zrabowanymi talarami.

Okazuje sig, ze jesli podziela si¢ po rowno, to pozostanie 5 talaréw,
ktorych nie ma jak podzieli¢. Ale jesli poming Roztargnionego Ant-
ka (ktory i tak sie nie polapie) to pozostana im tylko 2 niepodzielne

talary.
Ile talarow jest w sakiewce?
T =g 2 51 =¢ 1
{x =. 5 Obliczenie sq, so: gi; Ei 1 :

Rozwiazanie:

xo = (7-1-2 + 6-6-5) mod (7-6) = (14 + 180) mod 42

= (14 + 12) mod 42 = 26

Odpowiedz: talaréw w sakiewce jest 26,
albo 26 + 42 = 68,
albo 26 + 2-42 = 110,
albo 26 + 3-42 = 152,
albo ...

Chinskie twierdzenie o resztach.

Przyktad:
C i nwd(3,7) =1, nwd(3,10) =1,
— — wiec rozwigzanie istnieje.
T =10 6

Obliczenie si, s9, S3:
7'10'81 =3 1 — 81:1
3'10'52 571 — 82:4
3 7'835101 — 83:1

Rozwigzanie:

S1 — 1
So9 = 6

Wyktad 6, str. 29
nwd(7,10) =1

2o =(70-1-2 +30-4-4 + 21-1-6) mod (3-7-10)
= (140 + 480 + 126) mod 210 = 746 mod 210 = 116



