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Wyktad 8, str. 1
Kombinatoryka I

Kombinatoryka — obliczanie, ile czego jest w zbiorach skonczonych.

Przyktad: permutacje — n-elementowe ciagi ze zbioru n-elementowego
Zbior: S = {0,1,2,...,n—1}

Ciag: (ag,ay,as,...,a,_1) — a; € Sdlaie {0,1,2,...,n—1}
ay mozna wybraé¢ na n sposobéw; potem

a; mozna wybra¢ na n—1 sposobdéw; potem
as; mozna wybra¢ na n—2 sposobéw; potem

a,1 mozna wybra¢ na 1 sposob

caly ciag mozna wybra¢ na n-(n—1)-...-1 = n! sposobéw

Kazdy wybor prowadzi do innego ciggu — wiec
permutacji n-elementowego zbioru S jest n!



Wyktad 8, str.2

Kombinatoryka I

Przyktad: wariacje bez powtérzen — k-elementowe ciagi ze zbioru n-
elementowego

Zbior: S = {0,1,2,...,n—1}

Ciag: (ag,a1,az2,...,ap_1) — a; € Sdlaie {0,1,2,... . k—1}

ap mozna wybra¢ na n sposobow; potem
a1 mozna wybra¢ na n—1 sposobéw; potem
as mozna wybra¢ na n—2 sposobéw; potem

aj—1 mozna wybraé na n—(k—1) sposobéw

caly ciag mozna wybra¢ na n-(n—1)-...- (n—(k—1)) = . sposobow

Kazdy wybor prowadzi do innego ciggu — wiec
n!

(n—k)!

k-elementowych wariacji n-elementowego zbioru jest

Wyktad 8, str.3

Kombinatoryka I

Przyktad: kombinacje — k-elementowe podzbiory zbioru n-elementowego

n=3 n=4 n=>5 n=6

k=2 k=2 h=3 h=2

{0,1,2} {0,3,4} {0,1} {1,2} {2,4}

{0,1} | {0,1} {1,2} | {o.r.3} {n23} | {0,2} {13} {25}
0,1,4 1,2,4 0,3 1,4 3,4

{0,2} 10,2} {1,3} %0,2,3{ }1,3,4% }0,4{ }1,5{ }3,5{

{1,2} | {0,3} {2,3} | {0,24} {234} | {05} {23} {45}

3 6 10 \ 15

— zbiory a nie ciagi
utozsamiamy ciggi réznigce sie tylko porzadkiem elementow

np. 3-elementowe wariacje zbioru 5-elementowego (4,2,3) i (3,2,4)
daja ta sama kombinacje {2,3,4}

liczba k-wariacji zb. n-elem. c=a1i
liczba k-kombinacji zbioru n-elem. = 16209 TWallat)! 2. Weet. - (nh)!

liczba permutacji zb. k-elem. k!
n!

B (n—k:)-!-k:!



Wyktad 8, str. 4

Symbole Newtona I

liczba k-kombinacji zbioru n-elem. = (n#;'k'
Oznaczenie:

TV der n! .

<k> ~ k- (n—k)! da kneNiO<k<n

— symbol Newtona lub wspotczynnik dwumianowy

Wazna wfasnoscé:

S ()= () () () =

— bo wszystkich podbioréw jest 2™:
1 2 3

nie nalezy | l l
nalezy #
’
zbiér {0,3,5,6}

Symbole Newtona I

Oznaczenie:

:

le—@———

Wyktad 8, str.5

Mo " g kmeNi0<k<n
k] — k- (n—k) ’ S
— symbol Newtona lub wspotczynnik dwumianowy

Dalsze wtasnosci:

@H=0)=1 @)= © (=)
b) () =n @ () = ()

Dowdd: (e)

_ (n—1 n—1\ __ (n—1)! (n—1)!
prawa = (k;—1> +< k ) = oD 1-G—D) T R (1R

_ (n—1)! 1 1\ _ (n—1)! k+n—k

— k=Dl(n—1-k)! <n—k + E) — k—DI(n—1-k)!  k-(n—k)
n! _ (n\ _

= K=kl (k) = lewa



Wyktad 8, str.6

Symbole Newtona I

. , n\ __ n!
Jak oblicza¢ symbol Newtona? — |(}) = I
#include<stdio.h>
n == 10
int sil(int n) { k=1
if == 0 t 1;
15 ) e Frn newt (10, 1) == 10
else return n*sil(n-1); |
} OK!
n == 13
int newt(int n, int k) { k == 1
return silnia(n)/(sil(k)*sil(n-k));
} newt (13, 1) ==
71 El
int main() { ZLE!
int n, k;
printf("\n n == "); scanf("%i", &n); — przekroczenie zakresu int
printf(" k == "); scanf("}i", &k);

printf ("\n newt(%i, %i) == %i\n\n",
n, k, newt(n,k)
);

return O;

Wyktad 8, str.7

Symbole Newtona I
(6)

Wiec jak oblicza¢ symbol Newtona? —

#include<stdio.h>

n == 13
int newt(int n, int k) { k == 1
if (k==0 || k==n) return 1;
else return newt(n-1, k-1) newt (13, 1) == 13
+ -— .
; newt(n-1, k); ()P(!
n == 13
int main() { k == 2
int n, k;
printf("\n n == n); scanf("%i", &Il); newt(13, 2) == 78
printf(" k == "); scanf("%i", &k); OK!
printf ("\n newt (i, %i) == %i\n\n", 0 == 30
.. n, k, newt(n,k) Kk == 10
} newt (30, 10) == 30045015

OK!



Wyktad 8, str.8

Trojkat Pascala I

Blaise Pascal
1623-1662

1 1
=1 1+ 4 A+ 1
1\5/\1(5/\16/\5/1

0 s N ()= 60)+ ()

Wyktad 8, str.9

Trojkat Pascala a sympleksy foremne

Niby-definicja:
Sympleks n-wymiarowy —
wieloScian wymiaru n o minimalnej liczbie wierzchotkéow.

Przyktady:
punkt odcinek trojkat czworosman symp 4-wym.
(wymiar 0) (wymiar 1) (wymiar 2) (wymiar 3) (wymiar 4)

umiesci¢ czworoscian w 3-wymiarowej przestrzeni
wybraé jaki$§ punkt poza ta przestrzenia
kazdy wierzchotek czworoscianu potaczyé¢ odcinkiem z tym punktem

A




Wyktad 8, str. 10

Trojkat Pascala a sympleksy foremne

Wyktad 8, str. 11

Trojkat Pascala a drogi w nudnym miescie

Manhattan, New York, USA
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Wyktad 8, str. 12

lle najkrétszych drég od wierzchotka W tréjkata do danego skrzyzowania?

D(n, k) — liczba drég od W do skrzyzowania w pkcie (n, k) :
D(n,k) = D(n—1,k—1)+ D(n—1,k) D(n,0) = D(n,n) = 1

Trojkat Pascala a najkrdtsze drogi w kracie'

Wyktad 8, str. 13

H)
o
J\
O
01%?45
X
7’“?}%
B

NDY DY YD

K B
K—1 :
K—2 I k=0Vn=0=
D(n,k) =1
T A 2 O<k<n=
’ O D(n,k) = D(n—1,k) + D(n, k — 1)
&1 .
A 1 2 3 4 5 Z 2 N



Wyktad 8, str. 14

Tréjkat Pascala a najkrdtsze drogi w kracie'

B

~~
n

Twierdzenie:

W kracie o wymiarach nxk (jak na rysunku) najkrétszych drég od
n+k3>

lewego dolnego rogu A do prawego gérnego rogu B jest ( .

Wyktad 8, str. 15

Trojkat Pascala a najkrdtsze drogi w kracie'

Twierdzenie:
Naturalnych rozwigzan rownania
To+2X1+Tog+ ... T+2Tp = N
jest tyle, co najkrotszych drog od lewego dolnego rogu do prawego gor-

nego rogu w kracie nxk , czyli <”Zk) .

Dowdd: (bardzo nieformalny)
Kazdemu rozwiazaniu odpowiada doktadnie jedna droga; np.

Lo

n=9k==6
To+T1+To+T3+T4+T5+T6 = 9

2+0+1+3+0+2+1 =9

X3

L2

S = N W = Ot O

Lo
01 2 3 4 5 6 7 8 9




Liczba rozwigzan réwnaniaI

Przyktad:

Ile jest naturalnych rozwigzan rownania

To+x1+20 = 2 ?
: : ~ 242\ _ 4y _
Z twierdzenia wynika (“1%) = (;) =
e 70=0 e z0=0 o 1y =
To = 2 To =1 To =
Przyktad:

Ile jest naturalnych rozwigzan rownania
Tot+ X1 +T2 = 3 7

. . . 342\ 5\
Z twierdzenia wynika (*1%) = (3) =
e 70=10 e 70=0 °
:L‘(1)=0 sc(l):Q
T2 =3 o =1
e 70=0 e 70=0 °
1:(1)21 l’(1)23
To =2 xo =0

Liczba rozwiazan ro’wnania'

Przyktad:

A ile jest naturalnych rozwigzan

rownania

I'0+I1+$2 =6
56'0}2

takich, ze

332>1

Wyktad 8, str. 16

— tyle, co naturalnych rozwigzan réwnania

SL’0+[IZ‘1+$2

czyli réwnania
To+ X1+ X2

=6—2-1-1

a wiec (222> = (;1) =6

\e//e N
RS
n=0 1 ,»\“\@// o
n=1 11 - 7
n=2 1 ,2 1 N7
n=3 41' 3 1 . 7° &
n=4 ‘:\@\@//
6 n=5 ,1' 5 ' 10 510
n=6 1 -6 15 20 15 6 1
0 e 1o=1 e 1ro=1 o g =2
2 x?—() m?—l sc(l)—O
T2 = T2 = T2 =
10
€ =1 e I =1 e I =2
:L‘(l):O m(l)—2 m(l)zl
) =2 o = ) :O
To =1 o g —=2 e 1o =3
m(l]zl x?: xcl):O
o = 1 o = 1 i) :O
Wyktad 8, str.17
\@//Q N
N
I 1Y
n=1 1010 % 27
n=2 1 R R | I Vz
n=3 n g8 &
n=g- 14 (6) 41 N AP
n=>5 1510710 5 -1
n=6 1 615 20 15 6 1
0=240, z1 =140, 2 = 1+2

To = 240, 71 = 141, 22 = 1+1
ro = 2—|—0, xr1 = 1—|—2, Xro = 1—|—0
xTo = Q—I—l, €r1 = 1—|—1, xro = 140
o = Q—I—l, €r1 = 1—|—O, xro = 1+1
o =242, xr1 = 1+0, 22 =140




Wyktad 8, str. 18

Liczba rozwigzan réwnaniaI

Twierdzenie: (uogdlnienie poprzedniego przyktadu)
Naturalnych rozwigzan rownania

To 2 Ny
. . >
ro+x1+a9+ ... +x, = n takich, ze =
T 2 Ny
] (n—ng—nl—...—nk—i—/{:)
Jest .
k
Dowadd:

Kazdemu rozwigzaniu réwnania
To+T1+2To+...+2xp = N
z podanymi ograniczeniami na zmienne x; odpowiada doktadnie jedno
rozwigzanie réwnania
Yo+y1+Y2+...+y = n—ng—nNy— ... =Ny
bez ograniczen; ta odpowiednio$¢ ma postac
]

Liczba rozwiazan réwnanial

Przyktad:
Na ile sposobow mozna wtozy¢ 20 identycznych ulotek do 10 przegrodek,
zeby w kazdej znalazta sie co najmniej jedna ulotka?

Wyktad 8, str. 19

Na tyle, ile jest rozwigzan naturalnoliczbowych réwnania
9
> x; = 20 spemiajacych x; > 1 dla i€ [0..9]
i=0
czyli tyle, co rozwigzan naturalnoliczbowych réwnania
9
d x; =20-10 = 10
i=0

czyli
(10-+»9> B <19) 190 11-12-13-14-15-16-17-18-19
9 9

9!. 10! 9!

11-12-13-14-15-16-17-18-1
_ 314-15-16-17-18-19 o) 10 17 19 — 92378
5.3.4.56.7-8-9




Wyktad 8, str. 20

Liczba rozwigzan nieréwnoéci'

Sumowanie wsp. Newtona po dolnych indeksach:

Z?:o (?) = 2"

Twierdzenie: (sumowanie po gérnych indeksach)
Zn (k+z) _ (k+n+1)
i=0 \ k k+1

Dowdd: (indukcja po n)
Przyp. bazowy n = 0:

n=0
Yo () = (9 = () =1 Zi%
= (i) = (550 E‘é
Krok ind. n — n + 1: n=6
>t ()
= Yo (kZZ) + (k+(2+1)) (z zat.ind.)
= (L) () = ()

Wyktad 8, str.21

Liczba rozwigzan nieréwnoéci'

Przyktad:
Ile jest naturalnych rozwigzan nieréwnosci
To+xT1+a0+...+x < n?

rot+xi+x2+...+TKr <N rot+xi+z2+...+TK =10
B Z":(k+z> B (k:—i—n—l—l)

par k k+1
Przyktad:

Ile jest naturalnych rozwigzan nieréwnosci
To+x1+x2 < 37

24+3+1 6
() ===
(

n
liczba nat. rozw. nieréwn. - liczba nat.rozw. réwn.
{
=0



Wyktad 8, str. 22

Liczenie roznych rzeczyI

Przyktad:
W ilu liczbach z przedziatu [0..999] suma cyfr wynosi 207

Mozna uzy¢ cyfr od 2 do 9 — jesli ktéras cyfra < 2, to suma cyfr < 20.

Dwie cyfry wyznaczaja jednoznacznie trzecia.

Wyliczenie cyfry k
dla znanych cyfr 7 i j

1213141567189

2 9 dlai=2:1 liczba

3 918 dla 2 = 3 : 2 liczby

4 91817 dla i =4 : 3 liczby

2 5 z i Z g dlaz=9: 8 liczb

razem: % = 36 liczb

7 9|8|7|6|5|4

8 9|8|7|6|5[4]3

9198|7654 |3]|2

Wyktad 8, str.23

Trojkat Pascala a potegi sumI

(z+y)" = 1 2%°

(z+y)* = 12"+ 1 2%

(.’L‘ + y)2 — 1 ,’L’Qy()+ 2) :L’ly1+ 1:1;01/2

(x +1y)3 = 1 2%y°+ 3 2°y'+ 3 ='y*+ 12°°
(I+y>4 — 1x4y0+4:173y1+61’2y2+4x1y3+ 1:130344
(x+9)° = 1%+ 5 2*y' +102°y%+ 1022y + Saly*+ 1a%°

(x +y)" = i <n) "y’




Wyktad 8, str.24

Wspaotczynniki dwumianowe a potegi sumI

Twierdzenie:

n

(x+y)" = Z(n>x”_lyl dla neN, x#£0, y#0
i

i=0
Dowdd: (indukcja po n)

Przyp. bazowy — n =0:
o) = 1= 120 = Ty ()a
Krokind. — n —-n-+1:
(x+y)" = (z+y)" (z+v) (z zat.ind.)
= (o (") - (e +y) = o (a0 + 0, (™!
= > 0( )i Z+Zn+1( " )a" T Iy (nowy ind. sumowania: j = i+1)
( ) n—+1 O+Zz 1( ) n+1—1 Z+Zz 1(1 1)ln”le zyz (nzl) Oyn+1
= ()"0 Ty () + (20)) &+ (1)l
( ) n+1 O+Z (77-?-1) n+1— LyL+ (77+1),L.0yn+1

_ Z'Iol (n—:l)xn-kl—z/yé

Wyktad 8, str. 25

Zasada szufladkowa I

Twierdzenie:
(a) jesli wn szufladkach rozmiescimy wiecej niz k-n przedmiotéw, to
w ktorejs szufladce znajdzie sie co najmniej k+1 przedmiotow;
(b) jesli suma skoriczonych zbioréw X;U X, U...UX, ma moc
wieksza niz k-n, to moc ktoéregos z tych zbiorow przekracza k;
(c) nie istnieje funkcja réznowartosciowa ze zbioru skonczonego do in-
nego zbioru o mniejszej mocy.

Uwaga:

To jest ,,niekonstruktywne twierdzenie egzystencjalne”:
na jego mocy wiadomo, ze taka szufladka istnieje,

ale nie wiadomo ktéra.



Wyktad 8, str.26

Zasada szufladkowa I

Whioski:

e tu na sali przynajmniej dwie osoby urodzity sie w tym samym dniu
tygodnia;

e co najmniej dwaj mieszkancy tego wojewddztwa maja doktadnie tyle
samo wtoséw na gfowie (maksymalna liczba wtoséw na jednej glowie:
500 tys.; ludno$¢ wojewddztwa warm.-maz.: 1.3 min);

e jesli w kwadracie o boku 4 umiescimy 17 punktéw, to znajda sie dwa
punkty o odlegtosci mniejszej niz 1.5.

1 2 3 4

A < V2 <15

13 14 15 16

Wyktad 8, str.27

Liczenie roznych rzeczy, c.d.I

Prawa przeliczania:

(a) liczba k-elementowych ciaggdéw o wyrazach ze zbioru
n-elementowego: n*

Np.: ile réznych liczb dwdjkowych mozna zapisa¢ w 1 bajcie (czyli
8 bitach)?

n =2 k=8—wiec n® = 2% = 256
Np.: a gdyby te ,bity” miaty po 3 mozliwe wartosci?

n =3, k=8— wiec n® = 3% = 6561

Np.: ile réznych ciggdw wynikdéw mozna uzyskaé przy 8 rzutach sze-
Scienng kostka?

n==6,k=8—wiecn® =6%= 1679616




Wyktad 8, str.28

Liczenie roznych rzeczy, c.d.I

Prawa przeliczania:

(b) liczba k-elementowych ciagdw o réznych wyrazach ze zbioru

| . n! (n) Lt
n-elementowego. —— = c K.
8 =k \k

Np.: w pudetku mamy 10 kul ponumerowanych liczbami od 0 do 9; wyciggamy
po kolei 5 z nich; ile ré6znych ciggéw kul mozemy w ten sposéb uzyskac?

10!
n =10, k =5 — wiec = 10-9-8-7-6 = 30240

Np.: ze zbiornika z 49 numerowanymi kulami maszyna losujaca wypuszcza po kolei
6 kul; ile ré6znych ciagédw kul mozna w ten sposéb uzyskac?

49
n =49, k =6 — wiec (6) -6! = 10068 347 520

Uwaga:
. . , . - . 1 i
szanse trafienia szlostkl w Lotto sa VVSIQkSZG NZ 5068327530
mnie WySZ{'O 13933816 ~ 7.15-10 .

Wyktad 8, str.29

Liczenie réznych rzeczy, c.d.I X| — moc zbiors X

Prawa przeliczania:

(c) dla zbioréw A i B mamy: r
|AUB| = |A[+[B| - |AN B] E

Np.: ile liczb ze zbioru {0,1,2,...,999} dzieli sie przez 2 lub przez 3?7

A=1{0,2,4,...,998} — podzielne przez 2 |A| = 500

B =1{0,3,6,...,999} — podzielne przez 3 |B| = 334

ANB=1{0,6,12...,996} — podzielne przez 6 |AN B| =167
wiec |[AU B| = 500+ 334 — 167 = 667

Np.: na roku jest 100 studentédw; z nich 60 zapisatfo sie na basen, 40 na pitke nozna
a 20 na oba zajecia; ilu nie zapisato si¢ na nic?
Zapisani na co$ w ogodle: 60+ 40 —20 = 80 .
Niezapisani: 100 — 80 = 20 .



Wyktad 8, str.30

Liczenie roznych rzeczy, c.d.I

Prawa przeliczania:

(d) dla zbioréw A, B i C' mamy: r
|JAUBUC| = [(AUB)UC]| E
= |[AUB|+|C|—|[(AuB)NC| h
= |A|+|B|-|ANB|+|C|—|(AnC)U(BNC)|
= |A|+|B|+|C|—|ANB|—(JAnC|+ |BNC|—|[(AnC)n(BNC))|)
= |A|+|B|+|C| — |[AnB|—|ANC|—|BNnC| + |[AnNnBNC|

Np.: ile liczb ze zbioru {0,1,2,...,999} dzieli sie przez 2, 3 lub 57

A=1{0,2,4,...,998} |A| = 500
B =1{0,3,6,...,999} |B| = 334
C = {0,5,10,...,995} IC| = 200
ANB=1{0,6,12...,996} |AN B| =167
ANC =1{0,10,20...,990} AN C| =100
BNC ={0,15,30...,990} IBNC| =67

ANBNC ={0,30,60...,990} |ANBNC|=34
wiec [AUBUC| = 500+ 334 4 200 — 167 — 100 — 67 + 34 = 734




