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Wyktad 9, str. 1

Definicja:
Graf (nieskierowany) — para G = (V| E)
e |/ — dowolny zbiér wierzchotkéw (vertices);

e F/ — zbiér krawedzi (edges); pojedyncza krawedz to dwuelementowy
zbiér wierzchotkéw.

Przyktad:

G - <{a, hod, (et} 0.} (. d . (a c}}>

N

c d

Krawedzie muszg by¢ zbiorami naprawde 2-elementowymi; {v, v} nie jest
krawedzig.



Wyktad 9, str. 2

) le

Ga

Katowic\eK . o
Krakéw—— CRzeszc’)y\m‘,u‘?/

arnow

Biatystok, Bydgoszcz, Elblag, Gdansk, Katowice, Krakéw, Lublin,
tédz, Olsztyn, Poznan, Rzeszéw, Szczecin, Warszawa, Wroctaw ’

G = {
< {{Elblqg, Gdaﬁsk} , {Elblqg, OIsztyn} , {Olsztyn, Warszawa} , } >

{Gdaﬁsk, Szczecin} , {Gdaﬁsk, Bydgoszcz} , {Bydgoszcz7 Poznaﬁ} Y

Wyktad 9, str.3

Grafy — podstawy'

Rysunek jest sprawa drugorzedna. ..
Nie kazdy graf daje sie narysowaé na ptaszczyznie bez przecinajacych sie
krawedzi. . .

Przyktad:

o <{a,b,c,d,e}, >
B {{a,b},{a,c},{a,d},{a,e},{b,c},{b,d},{b,e},{c,d},{c,e},{d,e}}

Takie grafy sa petnoprawne; rysunek jest tylko nieistotng pogladows ilustra-
cja.



Wyktad 9, str. 4

Grafy — podstawyl

Definicja:
Dwa wierzchotki w grafie s sgsiednie, jesli taczy je krawedz.

Przyktad:

b d I h
a/ \j a i j — sasiednie
\ g /

(2

C

®

Definicja:
Wierzchotek v € V' jest incydentny z krawedzig e € F/, jedli v € e.

Przyktad:
W powyzszym grafie
c jest incydentny z {a, ¢}
a jest incydentny z {a, c}
a jest incydentny z {j,a}

Grafy — podstawy'

Definicja:
Stopien wierzchotka v € V' w grafie G = (V, F) to liczba jego sasia-
déw:
da(v) € |Ng(v)| gdzie
Ng(v) & {u € V‘{v,u} € E}

Wyktad 9, str.5

Definicja:
Wierzchotek stopnia 0 (nie majacy sasiadéw) nazywamy izolowanym.

Twierdzenie: (lemat o usciskach dfoni)
> da(v) = 2-|E|
veV

— czyli suma stopni wszystkich wierzchotkow to 2-krotnosc liczby kra-
wedZzi.



Wyktad 9, str.6

Grafy — podstawy'

Whiosek:
Wierzcholkow o nieparzystym stopniu jest parzysta ilosc.

Przyktad:
@ stopien | parzysty?
/ \\ a 3 nie
® © b| 2 tak
c 2 tak
d 0 tak
e 1 nie
@ ® suma: 8 | 2 nieparzyste

Wyktad 9, str.7

Grafy — podstawy'

Definicja:
Graf G = (V| E) jest r-regularny, jesli
Voev dg(v) =71
czyli jesli wszystkie jego wierzchotki maja stopien r.

Przyktad:

XL

graf nie r-regularny

graf 2-regularny graf 3-regularny dla zadnego r



Wyktad 9, str.8

Grafy — podstawyl

Definicja:
Graf G = (V| E) jest petny, jesli
Vouwev {v,u} € E
czyli jesli kazde jego dwa rézne wierzchotki taczy krawedz.
Oznaczenie: K, graf petny o n wierzchotkach.

Przyktad:
K1 K2 Kg K4 K5 K6

Twierdzenie:
Liczba krawedzi grafu peinego K, wynosi

(5) = 5

Wyktad 9, str.9

Grafy — podstawy'

Definicja:
Graf G = (V, E) jest dwudzielny, jesli jego zbiér wierzchotkéw V' moz-
na podzieli¢ na dwa zbiory roztaczne V1 i Vo (ViU VL =V i Vi NV, =10),
zadne dwa wierzchotki w V;
takie ze ani nie s3 sasiednie
zadne dwa wierzchotki w V5,
czyli jesli da sie pomalowac wierzchotki dwoma kolorami tak, ze kazda kra-
wedz faczy wierzchotki réznych koloréw.

Przyktad: |
N I NS é
5/ \3 5/ \3 \:

Vi f Va



Grafy — podstawyl

Przyktad:

PAARN

nie dwudzielny

Przyktad:
6 2
> < nie dwudzielny
5 3

4

Grafy — podstawy'

Przyktad:

W~ _— 4\3 -
Przyktad:

T

T I nie dwudzielny

Wyktad 9, str. 10

Wyktad 9, str. 11




Wyktad 9, str.12

Grafy — podstawyl

Definicja:
Podgraf grafu G = (V, E) to dowolny taki graf G' = (V' E'), ze
VICV oraz FE CFK

Przyktad:
d
graf jest podgrafem grafu (zawieranie wierzchotkéw)
b c b c
Przyktad:
a R
graf I jest podgrafem grafu U\I (zawieranie krawedzi)
b b——
Przyktad:
a a—
graf J) jest podgrafem grafu T (zawieranie i tego i tego)
& C

Wyktad 9, str.13

Grafy — podstawy'

Definicja:

Graf G = (V| E) jest izomorficzny z grafem G’ = (V' E’) jedli istnieje
bijekcja (czyli funkcja réznowartosciowa i ,na") ¢ : V' — V' zachowujaca
krawedzie:

Vouev ({v,u} € E <= {p(v), p(u)} € E)

Przyktad:
|lzomorficzne:

Definicja:
£,, — liczba nieizomorficznych graféw o n wierzchotkach



Wyktad 9, str. 14

Grafy — podstawyl

grafy o n wierzchotkach i m krawedziach

n m = fn
o [ 1 | 2 | 3 | 4 [ 5 | 6

1 . 1

2 [ ] [ ] *—© 2

3| ) /\ 4
4....]. 11

N A >
N

Wyktad 9, str. 15

Drogi w grafie'

Definicja:
Droga — taki ciag (vg,v1,...,v4) wierzchotkéw, ze
{UO, Ul} , {”Ul, UQ} ey {Ud—ly Ud}
sg krawedziami.
vy — poczatek drogi
vy — koniec drogi
d — dtugos¢ drogi.
Droga jest zamknieta <— v, = 1.
Droga jest prosta <= zadna krawedZ nie wystepuje w niej dwukrotnie
(nie idziemy ponownie po tej samej krawedzi)
Droga jest $ciezka <= zaden wierzchotek poza (by¢ moze) vy = vy
nie wystepuje w niej dwukrotnie

(nie przechodzimy ponownie przez ten sam wierzchotek)



Wyktad 9, str.16

Drogi w grafie'

Przyktad:
5\ /4 é
/6
0 2

droga — (czyli (5,0,1,2,3,1,0,6) ) nie jest prosta,

bo dwukrotnie przechodzi przez krawedz {0, 1}

droga — (czyli (4,1,3,2,1) ) jest prosta, ale nie jest Sciezka,

bo dwukrotnie odwiedza wierzchotek 1 , ktéry nie jest jej poczatkiem i
koncem jednoczesnie

Whyktad 9, str.17

Drogi w grafie'

Definicja:
Cykl — droga prosta zamknieta dtugosci > 2.
Cykl elementarny — cykl bedacy Sciezka.

Czyli cykl
e wychodzi z wierzchotka i do niego wraca,
e nie moze dwukrotnie przechodzi¢ przez zadna krawedz,
e ale przez wierzchotek moze.

A cykl elementarny dodatkowo
e nie odwiedza dwukrotnie zadnego wierzchotka innego niz poczatek i koniec.

Przyktad:

—_y droga — (czyli (0,1,6,4,5,0) ) jest cyklem
\ / elementarnym

6 droga — (czyli (0,1,2,3,1,4,5,0) ) jest cy-
/ \ klem, ale nie elementarnym, bo dwukrotnie od-

wiedza wierzchotek 1, ktoéry nie jest poczatkiem
! 1 i koncem jednoczesdnie




Wyktad 9, str. 18

Drogi w grafie'

Definicja:
Graf jest spéjny <= kazde jego dwa wierzchotki taczy jakas droga.

Definicja:
Drzewo — graf spdjny i acykliczny (czyli nie zawierajacy cyklu).
Przyktad:
DRZEWA NIE DRZEWA
°

Prosty fakt:
drzewo ma krawedzi o 1 mniej niz wierzchotkéw

Wyktad 9, str. 19

Drogi w grafie'

Przyktad: (spdjny nie musi by¢ drzewem)

[ ]

Przyktad: (acykliczny nie musi by¢ drzewem)

| |

Przyktad: (majacy krawedzi o 1 mniej niz wierzchotkéw nie musi by¢

drzewem)
I o



Wyktad 9, str. 20

Drogi w grafie'

Twierdzenie:
Dla grafu G nastepujace warunki sa rownowazne:

(a) G jest drzewem;

(b) kazde dwa wierzcholki w G laczy dokladnie jedna Sciezka;

(c) G jest spéjny i ma krawedzi o 1 mniej niz wierzcholkéw;

(d) G jest acykliczny i ma krawedzi o 1 mniej niz wierzchotkéw;

(e) G jest acykliczny, a po dodaniu 1 krawedzi ma dokladnie jeden cykl.

Whiosek:

Jesli G jest drzewem nietrywialnym (czyli ma co najmniej 2 wierzchoiki), to ma co

najmniej dwa wierzcholki stopnia 1. w drzewie:

p . krawedzi o 1 mniej
Dowdd: (wniosku) niz wierzchotkéw

Lemat o udciskach dtoni = > _\ dg(v) = 2-|E] = 2-(|[V]|-1) = 2-|V| -2
W nietrywialnym drzewie kazdy wierzchotek ma stopien > 1. Gdyby |V| — 1 wierz-
chotkéw miato stopien > 2, to

2-V|-2=> _vdgw) =2 2-([V|-1)+1 =2-|V|-1

— sprzecznosC.
O

Grafy euIerowskieI

Definicja:
Graf GG jest eulerowski <= istnieje cykl zawierajacy wszystkie jego
krawedzie.

veV

Wyktad 9, str. 21

Graf (G jest semieulerowski <= istnieje droga prosta zawierajaca
wszystkie jego krawedzie.

Ta droga prosta w grafie semieulerowskim nie musi konczyc¢ sie tam, gdzie
sie zaczefa.

Przyktad:

. . . semieulerowski
niesemieulerowski:

: . eulerowski:
nieeulerowski:

{



Wyktad 9, str. 22

Mosty krélewieckie (Euler)I

Czy da sie przejs¢ przez wszystkie mosty, przez kazdy tylko raz?

Inaczej:
Czy natozony na nie czerwony graf jest semieulerowski?

Mosty krélewieckie (EuIer)I

Twierdzenie: (Euler)
Spéjny graf jest semieulerowski <= najwyzej dwa jego wierzchotki
maja nieparzysty stopien.

Wyktad 9, str. 23

Spojny graf jest eulerowski <= wszystkie jego wierzchotki maja
parzysty stopien.

Whiosek:
Zagadnienie mostow krolewieckich nie ma rozwiazania.

Dowdd: (wniosku)

2\ 3\
Graf /< /3 ma az cztery wierzchotki o nieparzystym stopniu.
2 3




Wyktad 9, str.24

Grafy waione'

Definicja:
Graf wazony — tréjka G = (V, F, w)
o (V. F) — graf

e w: I — R, — wagi krawedzi

Wagi moga w praktyce oznaczaé odlegtosci, albo czas, itp.

Definicja:
Waga drogi — suma wag wszystkich krawedzi tej drogi

Wiele zagadnien sprowadza sie do znalezienia drogi o minimalnej wadze
miedzy dwoma wierzchotkami grafu.

Wyktad 9, str.25

Grafy waione'

Przyktad:

/2 * 14/4 O\gl/
Szczecin /
0szcz Biatystok

Byd
AANGTN 1
Poznan 1 K /
Warszawa
200 X
ok

144 dz 148
82 N
Wroctaw 170 Lubplin
169\ 140
WICe

“O I L
w2 63\\‘3¥°®—148*Rze526w



Wyktad 9, str. 26

Grafy waione'

Przyktad:

—7—
waga drogi (c,a,d) : 18

waga drogi (¢, a,b,d) : 14

T _
G\T warto jechaé przez b, a nie bezposrednio. ..
d

Przyktad:
x
:§{:)60 \')?0
€?71ﬁ§
/ 1A ov (Gdansk, Elblag, Olsztyn, Warszawa, Lublin, Rzeszéw,
Szcz 4 J—
“ % Byd oszcz Bla'{ystok Krakow) 749 km
(Gdansk, Elblag, Olsztyn, Warszawa, tédz, Katowice,
PO nan 1 Krakéw) — 672 km
K )W/ars a‘”a (Gdansk, Bydgoszcz, £6dz, Katowice, Krakéw) — 563 km
i sz/t dz 4§\ (Gdansk, Bydgoszcz, Poznan, Wroctaw, Katowice, Kra-
Wroc#zﬁl 170 Lublin kOW — 634 km
\16K
W

oWt
2 69‘ \4~°—148 Rzeszéw

Grafy wazone — algorytm Dijkstry'

Algorytm Dijkstry

Wyktad 9, str. 27

e znajduje drogi o najmniejszej wadze z wy-
branego wierzchotka grafu do wszystkich
pozostatych wierzchotkéw;

e opracowany w latach 1950-tych;

e ma wiele zastosowan; m.in. w nawigacji

GPS.

Edsger Wybe Dijkstra
1930-2002



Wyktad 9, str.28

Grafy wazone — algorytm Dijkstry'

graf: odl. bezposrednie:
3/@\4 @ |blc|d|e
i \ ~~p @ 419 3
S Y b || 4
5 c 9 8125
\ d 8 2
6\2 2 8/C e 212
tymczasowe odlegfoéci od @: wyliczone odlegfosci od @:
c | d ]| e @| b | c|a|elr
8 | 400 | 400 0 [ 4 | 8 | | | 3
07/,)&’ 9
//?)(/ N ¢ @ : nic, bo @ juz obstuzone
K 18 cid:8+8<+oowi¢cl6dod
ce 8+ 2 < 400 wiec 10 do e

Wyktad 9, str. 28

Grafy wazone — algorytm Dijkstry'

graf: odl. bezposrednie:
3/@\4 @ |blc|dl|e
i \\b @ 419 3
S Y b || 4
5 c 9 81215
\\ d 8 2
~_ 7 e 22
~a f 3 5
tymczasowe odlegtosci od @: wyliczone odlegtosci od @:
@| b |ec|dfel]y
0 [ 4 [ 8 [12[10]3
/}}’/'),/'))\’ ‘\ pusto, wiec
D v KONIEC
tu sg wyniki




Wyktad 9, str.29

Grafy wazone — algorytm Dijkstry'

Sam graf moze by¢ reprezentowany przez macierz sasiedztwa (jak wyzej),
ale lepiej przez listy sgsiedztw.

Informacje opisane wyzej jako ,tymczasowe odlegtosci’ zwykle imple-
mentuje sie przy pomocy kolejki z priorytetami. Wierzchotek o minimalne;j

wadze znajduje sie na jej poczatku.

tatwo wzbogaci¢ ten algorytm tak, zeby wskazywat droge o najnizszej
wadze, a nie tylko podawat jej wage.

Wyktad 9, str.30

Reprezentacje grafu (informatyka)'

Macierz sasiedztwa

— dwuwymiarowa tablica 7" C V' x V' (czyli indeksowana parami wierzchotkéw)

dla grafu bez wag — jesli {vy,v2} € E, to 1;
a jesli nie, to oznaczenie braku krawedzi

Tlvr][va] = o .
dla grafu z wagami — jesli {v1,v2} € E, to waga krawedzi;
a jesli nie, to oznaczenie braku krawedzi
graf: macierz:
o, [alblcldle]|s
\ 9 b4
5 cll9 81215
\ d 31 |2
6\2 2 8/(‘, e 212




Wyktad 9, str. 31

Reprezentacje grafu (informatyka)'

Listy sasiedztw

— tablica indeksowana wierzchotkami

Slv] = lista sasiadéw wierzchotka v
a dla grafu z wagami — lista par (sasiad, waga krawedzi)
graf: tablica list:
N0~ 1,
e B RATAEIE SATATIE SSFAE] |
\ . b|| 1[4
5 c||7~la[9[ +~{dl8[F~[e[2[~{/]5 M
\\ a2
e, 2 Z e ERIEsIE
S~ fllg—~lal3[4~{c[5 W

Wyktad 9, str. 32

Reprezentacje grafu (informatyka)'

Porownanie:
| macierz sgsiedztwa | listy sasiedztw
. symetria: w liscie S]vq] jest para (vo, k)
redundancja: Tlvr][vs] = Tlvs][v1] S
He 2 w liscie S[vs] jest para (v, k)
dostep do
krawedzi bezposrednio dany wymaga przeszukania listy
{'Ul, Uz}:
znalezienie . , .
. s wymaga przeszukania wiersza bezposrednio dane
sasiadéw v:
Y warto w grafach ,rzadkich”
zajeto$¢ warto w grafach ,,gestych
p.amiqci — w ,rzadkich” wielka macierz xi ,igsa/icehscgsgizva\‘/]ir;zi
kiedy warto: wypetniona niczym keel mig)

macierzy



