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Wyktad 10, str.1

Drzewa — kod Prijferal

Niech V' = {1,2,....n}.

e Kodowanie: kazde drzewo o n > 2 wierzchotkach V' (i jakich$ kra-
wedziach) mozna jednoznacznie zapisa¢ w postaci ciggu n—2 liczb
ze zbioru V.

e Odkodowywanie: kazdy cigg dtugosci n—2 liczb ze zbioru V' jedno-
znacznie wyznacza drzewo o n wierzchotkach V',

e Powyzsze kodowanie i odkodowywanie s3 swoimi wzajemnymi odwrot-
nosciami.

Kodowanie:

1. znalez¢ w drzewie li$¢ x o najmniejszym numerze i
wierzchotek y potaczony krawedzig z z;

2. do kodu dopisa¢ wierzchotek vy;
3. usunaé z drzewa li$¢ = i krawedz {x,y};
4. jesli w drzewie pozostaty wiecej niz 2 wierzchotki, to e

wréci¢ do pkt.1. KOD: 12214



Wyktad 10, str.2

Drzewa — kod Priifera'

Niech V = {1,2,...,n}.
e Kodowanie: kazde drzewo o n > 2 wierzchotkach V' (i jakich$ krawedziach) mozna
jednoznacznie zapisa¢ w postaci ciaggu n—2 liczb ze zbioru V.

e Odkodowywanie: kazdy ciag dtugosci n—2 liczb ze zbioru V' jednoznacznie
wyznacza drzewo o n wierzchotkach V.

e Powyzsze kodowanie i odkodowywanie s3 swoimi wzajemnymi odwrotnosciami.

Odkodowywanie: KOD:

1. znalez¢ na liscie najmniejszy numer k wierzchotka nie Lista: 4,7
wystepujacy w kodzie;

2. potaczy¢ krawedzig wierzchotek £k z pierwszym
wierzchotkiem ¢ z kodu;

3. usunac k z listy oraz ¢ z kodu;

4. jesdli na liscie pozostaty wiecej niz 2 wierzchotki, to \
wréci¢ do pkt.1;

5. potaczy¢ krawedzig dwa pozostate na liscie
wierzchotki.

Wyktad 10, str.3

Drzewo spinajgce graful

Definicja:
Drzewo spinajgce grafu to dowolny jego podgraf
e zawierajacy wszystkie jego wierzchotki i
e bedacy drzewem.

Przyktad: (rézne drzewa spinajace tego samego grafu)

7 B BB

Twierdzenie: (prosty wniosek)
Drzewo spinajace grafu G = (V,FE) ma
e |V| wierzchotkéw i
o |V|—1 krawedzi.



Wyktad 10, str. 4

Drzewo spinajace grafu'

Znajdowanie drzewa spinajacego dla grafu spojnego —
przeszukiwanie w giab

Zacza¢ od dowolnego wierzchotka p € V. W trakcie catego

przeszukiwania: Z
e jesli z aktualnego wierzchotka prowadzi jakas krawedz / \
do wierzchotka dotad nie odwiedzonego, to pdjsé /
po tej krawedzi
e jesli nie ma takiej krawedzi a aktualnym wierzchotkiem
nie jest p, to cofnac sie do wierzchotka poprzedzajacego
aktualny

e jesli nie ma takiej krawedzi a aktualnym wierzchotkiem
jest p, to zakonczy¢ przeszukiwanie.

Przeszukiwanie wszystkich wierzchotkéw grafu przydaje sie w wielu algoryt-
mach stosowanych w informatyce.

Wyktad 10, str.5

Problem trwatych ma’(ier’ustw'

— stable matching problem

Porada minimalna:
nie poslubiaj nieznajomego(-€j)

Przyktad:

Kobiety: Mezczyzni:

Kto kogo zna: <~ np. to zgodne z porada




Wyktad 10, str. 6

Problem trwatych ma’(ieﬁstw'

— stable matching problem
... A w terminach grafowych:
Definicja:
Niech G = (V; UVs, E) bedzie grafem dwudzielnym (7, N V5 = () i kazda krawedz
taczy wierzchotek z V; z wierzchotkiem z 15).

Skojarzeniem zbioru V; w zbiér V5 nazywamy dowolny zbiér krawedzi M C E , w
ktérym kazde dwie krawedzie e1,e5 € M s3 roztaczne: ey Nes =) .

Petnym skojarzeniem zbioru 1/} w zbiér V5 nazywamy takie skojarzenie M, w ktérym
kazdy wierzchotek v € V; nalezy do jakies krawedzi e € M.

Uwaga: nie zaktadamy, ze kazdy v € V5 nalezy do jakiejs krawedzi z M.

Definicja: (pomocnicza) itV
Sasiedztwem zbioru wierzchotkéw S C Vi nazywamy 5
zbidr
N(;(S) = {1)2 S ’ 371165 {1)1,1}2} S E}
(czyli zbidr tych wierzchotkdéw w V5, do ktérych dochodzi jakas
krawedz z 5).

Wyktad 10, str. 7

Problem trwatych ma’(ier’ustw'

— stable matching problem

Twierdzenie: (Hall, 1935)
W grafie dwudzielnym j.w. istnieje petne skojarzenie Vi w Vo <=
(WH) dla kazdego podzbioru S C Vi zachodzi |Ng(95)| > |S|

Dowdéd: (nieformalny szkic)
= oczywiste.
<: indukgcja po |V4].

Dla |Vi| = 1 — oczywiste. Zatézmy, ze |V;| > 2.
Prawa strona nieréwnosci (WH) implikuje, ze z kazdego wierzchotka w V; wychodzi
krawedz.

Vi W
Przypadek Vscy, |[Ng(S)| > [S] + 1: ! e! 2
Usunmy z grafu jedna krawedz e. Dla nowego grafu nie- =
réownos¢ (WH) jest spetniona, wiec z zat.ind. istnieje dla 0

niego petne skojarzenie M’. Petne skojarzenie dla oryginal-

=T
nego grafu: M’ U {e}. ~_



Wyktad 10, str. 8

Problem trwatych ma’(ieﬁstw'

— stable matching problem

Twierdzenie: (Hall, 1935)
W grafie dwudzielnym j.w. istnieje petne skojarzenie Vi w Vo <=
(WH) dla kazdego podzbioru S C Vi zachodzi |Ng(S)| > |S|

Dowdd: (nieformalny szkic — dokonczenie)
<: indukcja po |V4|, |V4| = 2.
Przypadek ist. Ig:cv, [Na(S")| = 15'):

Graf da sie teraz rozbi¢ na dwa grafy:
wierzchotki z S" i z No(S') i wszystkie krawedzie miedzy nimi,
wierzchotki z V18" i z Vo~ N (S”) i krawedzie ,niekolizyjne”.
W kazdym z tych graféw istnieje petne skojarzenie.
Z nich robimy petne skojarzenie dla catego grafu.

O

Twierdzenie: (wniosek z tw. Halla)
W grafie dwudzielnym regularnym (czyli z tym samym stopniem wszystkich wierz-
cholkéw) istnieje pelne skojarzenie.

Wyktad 10, str.9

Zastosowanie: Kwadraty ’racir’lskiel

Definicja:
Kwadprat tacinski stopnia n € N to macierz n x n wypetniona liczbami
ze zbioru P, = {1,2,...,n} w taki sposob, ze kazdy wiersz i kazda kolumna

jest permutacja P, (czyli w kazdym wierszu i kazdej kolumnie kazda liczba
ze zbioru P, wystepuje doktadnie raz).

Przyktad:
1 2 4 3 1 2 4 3
1 2 ; 3 ? 21 3 4 2 4 3 1
2 1 3 1 9 3 4 1 2 3 2 1 4
4 3 2 1 4 3 2 1
OK. OK. OK. NIE!



Zastosowanie: Kwadraty ’facir’nskie'

Jak utworzy¢ kwadrat tacinski 4 x 47

Krok 1 —
graf dwudzielny z krawedziami miedzy réznymi liczbami
znalez¢ w nim petne skojarzenie

pierwsze dwie kolumny kwadratu wg tego skojarzenia:
1 3

2 1
3 4
4 2

Krok 2 —
graf dwudzielny; po lewej wiersze macierzy, po prawej liczby
znalez¢ w nim petne skojarzenie

pierwsze trzy kolumny kwadratu wg tego skojarzenia:
1 3 2

DN W~ —

2 4
3 1
4 3

Zastosowanie: Kwadraty ’faciﬁskie'

Krok 3 —
graf dwudzielny; po lewej wiersze macierzy, po prawej liczby
znalezé w nim petne skojarzenie (nie ma juz wyboru. . .)

caty kwadrat:
1 3 2

(NI
— N WO

2 4
3 1
4 3

13

21

13

214

341

423

Wyktad 10, str. 10

Wyktad 10, str. 11

4

Oczywiscie tak mozna dziata¢ réwniez dla kwadratéw wiekszych niz 4 x 4.

Istotna jest mozliwos¢ znalezienia petnego skojarzenia w kazdym kroku.



Wyktad 10, str. 12

Grafy hamiltonowskiel

Z poprzedniego wyktadu: Definicja: (nowa)
Definicja: Graf GG jest hamiltonowski <=
Graf G jest eulerowski <> istnieje cykl zawierajacy wszystkie jego

istnieje cykl zawierajacy wszystkie jego . . ) .
krawedzid wierzchoftki, ka.zdy po 1 razie (z wyjatkiem
poczatkowego i koncowego).

A
o

Wyktad 10, str.13

Przyktad: (grafy hamiltonowskie)

Przyktad: (grafy niehamiltonowskie

Grafy hamiltonowskie'

Problem komiwojazera:

— znalez¢ najkrotsza droge odwiedzajaca
wszystkich odbiorcéw i powracajaca do punktu
startu

to znaczy:
— w grafie wazonym znalez¢ cykl Hamiltona o
mozliwie niskiej wadze

Przyktad:

cykl wagi 13 cykl wagi 12 cykl wagi 10 cykl wagi 8



Wyktad 10, str. 14

Grafy — kolorowanie krawqdzi'

Definicja:
Graf G = (V, E) jest krawedziowo k-kolorowalny (k € N) <

istnieje funkcja f: E — {1,2,...,k} (krawedzie w zbiér k ,koloréw") taka, ze
Veiener e1Nex # 0= f(e1) # f(e2)

czyli kazdym dwdm sasiednim krawedziom przypisuje inny kolor.
Definicja:

Indeks chromatyczny grafu \.(G) —
najmniejsza liczba k taka, ze graf G jest krawedziowo k-kolorowalny.

Przyktad:
GO: Gli GQZ G32
X6<G0> =4 X6<G1) =3 X6<G2) =4 X6<G3) =5

Wyktad 10, str. 15

Grafy — kolorowanie krawqdzi'

K,, — graf petny o n wierzchotkach
Twierdzenie: Y
P _In jesli 2fn
Jeslin>2to x.(K,) = {n 1 esli2|n
Dowdd: (szkic)
Przypadek 2 /n:

Dla n = 3 — oczywiste. Dalej dla n > 5:

rozpatrzmy n-kat foremny; kazda jego przekatna jest réwnolegta do ktéregos jego
boku. Np.:

dla 5-kata: dla 7-kata:

o 5

Wszystkie réwnolegte krawedzie nalezy pomalowaé tym samym kolorem.
Koloréw bedzie n.



Wykftad 10, str. 16

Grafy — kolorowanie krawqdzi'

K,, — graf petny o n wierzchotkach
Twierdzenie:

Jeslin>2to x.(K,) = {TL jesli 2)fn

n—1 jesli2|n
Dowdd: (szkic — dokornczenie)
Przypadek 2 | n:

Dla n = 2 — oczywiste. Dalej dla n > 4:
rozpatrzmy ostrostup, ktérego podstawa jest (n—1)-kat foremny:
dla n = 4: dla n = 6:

krawedzie podstawy pomalowane s3 n—1 kolorami;
krawedziom wychodzacym z wierzchotkéw podstawy brakuje po jednym kolorze;
tym kolorem nalezy pomalowa¢ boczne krawedzie ostrostupa.

O

Grafy skierowane'

Z poprzedniego wyktadu:

Wyktad 10, str. 17

Definicja: (nowa)

Definicja: Graf (skierowany)
Graf (nieskierowany) — para G = <V E>
— G=(V,E L .
. VpEia dOWO?n)’/ zi)iér wierzchot- e I/ — dowolny zbiér wierzchotkéw;
kéw; e /' — 1zbiér krawedzi; pojedyn-

e [7 — zbidér krawedzi; pojedyncza ; :
krawed? to dwuelementowy zbiér cza krawedz to dwuelementowy ciag

e (czyli para) wierzchotkéw.

Krawedzie w grafie skierowanym to jakby ulice jednokierunkowe; krawedz
(v, v1) — wog—sv; — prowadzi od vy do v,

Dopuszczalne s3 petle
(v,v) — UO — krawedzie z poczatkiem réwnym koncowi



Wykftad 10, str. 18

Grafy skierowane'
(0,0) i (1,1)

r/ petle \1
vV = {0,1,2,3,4

0,2),(1,0),(1,1), Q D
E:{ 32)(34)(43)}

YA

0,1) i (1,0) ‘.Y

— para krawedzi
przeciwnie skierowanych

Definicja: (wersje skierowane)

e stopien wyjscia wierzchotka v € V' — }{u eV ! (v,u) € V}‘ (liczba wychodza-
cych krawedzi)

e stopien wejscia wierzchotka v € V' — }{u eV ! (u,v) € V}‘ (liczba wchodza-
cych krawedzi)

e droga — ciag (vg,v1,...,v4) wierzchotkdw taki ze (v;—1,v;) € E dla
ie{1,2,...,d}

e droga jest zamknieta <= vy = vg

e droga jest prosta <= krawedzie sie w niej nie powtarzaja

Wyktad 10, str. 19

Reprezentacje skierowanego grafu waionego'
6 6 Macierz sgsiedztwa:
12—, 01112]|3|4

6 |12]5
X0
2 2/4

25| 6 5
25

=N = O
(\}

Listy sasiedztwa:

e macierz nie musi by¢
Lo  l0l6 [+~ 112 symetryczna

Ly | +—~0T25T+~{1T6 [ ++{215 10 e na liécie L, wystepuje u 7
Lol na liscie L,, wystepuje v

e na przekatnej macierzy — petle
L | - precr y e

Ly | +—3712]

v na liscie L,, — petla




Whyktad 10, str. 20

Sortowanie topologiczne'

Definicja:
Graf jest acykliczny, jesli nie zawiera cykli, czyli zamknietych drég prostych
o dtugosci > 1.
Definicja:
Topologiczny porzadek w skierowanym grafie acyklicznym G = (V. E) —
porzadek liniowy < na V' taki, ze
v(v,w)GE v w
czyli wszystkie strzatki w grafie prowadza od wierzchotkéw mniejszych do wiekszych.

Przyktad:

b
]\ / przyktadowe porzadki topologiczne w tym grafie:
i a<bcKd<e
\T b<a<d<c<e

Wyktad 10, str.21

Sortowanie topologiczne'

Plan wedrowki:

kupuje bilet
na pociag

zbieraja
sie chmur

uciekam
przed deszczem

wracam
do domu



Wykftad 10, str. 22

Sortowanie topologiczne'

Algorytm sortowania topologicznego:

1. lista L <+ pusta

2. zbiér S « wierzchotki, do ktérych nie dochodza
zadne strzatki

3. jesli S = ), to zakonczyé; lista L zawiera
uporzadkowane topologicznie wierzchotki grafu

4. wybraé jaki$ wierzchotek v € S, przenies¢ go z S na

koniec L
5. dla kazdej krawedzi wychodzacej z v idacej do €
jakiegos$ w S:ecd
e usuna¢ ta krawedz z grafu L:ba

e jesli do w nie dochodzi zadna krawedz, to
doda¢ w do S

6. powrdcic¢ do 3




