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q
def
1=p
W tym zapisie 2 nie jest zmienng, jest ,okienkiem”, w ktore nalezy wpi-
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W tym zapisie 2 nie jest zmienng, jest ,okienkiem”, w ktore nalezy wpi-
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‘Jak dojs¢ do prawdy?'

Przyktad statystyczny

Luzna obserwacja:
blondyni programuja lepiej niz bruneci.

Hipoteza:
liczba blondynéw w grupie, ktorzy zaliczyli ,,Podstawy programowania I”,
przekracza liczbe brunetéw, ktorzy tego dokonali.

Na pewno da sie t3 hipoteze
e albo wprost sfalsyfikowaé, wiec Smietnik,
e albo pozytywnie zweryfikowa¢, wiec twierdzenie (jednak stabo powia-
zane z luzng obserwacj3).
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Przyktad arytmetyczny

Luzna obserwacja:
1 +3+5=09=3% to sie pewnie uogdlnia na dtuzsze sumy liczb.

Hipoteza:
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Przyktad arytmetyczny

Luzna obserwacja:
1 +3+5=09=3% to sie pewnie uogdlnia na dtuzsze sumy liczb.

Hipoteza:
Dla dowolnej liczby naturalnej n > 1 zachodzi rownos¢

n
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Przyktad arytmetyczny

Luzna obserwacja:
1 +3+5=09=3% to sie pewnie uogdlnia na dtuzsze sumy liczb.

Hipoteza:
Dla dowolnej liczby naturalnej n > 1 zachodzi rownos¢
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Przyktad arytmetyczny

Luzna obserwacja:
1 +3+5=09=3% to sie pewnie uogdlnia na dtuzsze sumy liczb.

Hipoteza:
Dla dowolnej liczby naturalnej n > 1 zachodzi rownos¢

n

Y (2i—1) = n’

1=1

. 1 = 1 = 12
Czyli: 143 4 — 92
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‘Jak dojs¢ do prawdy?I

Przyktad arytmetyczny

Luzna obserwacja:
1 +3+5=09=3% to sie pewnie uogdlnia na dtuzsze sumy liczb.

Hipoteza:
Dla dowolnej liczby naturalnej n > 1 zachodzi rownos¢

n

Y (2i—1) = n’

1=1

. 1 = 1 = 12
Czyli: 143 A 02

1+3+5+...2n—1) = n? 1+3+5 = 9 = &

- ~ g 1434547 = 16 = 4°

suma kolejnych n liczb nieparzystych

Czy to sie da udowodnic?
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‘Siqganie do nieskoﬁczonoéci'

Hipoteze > (20 — 1) = n* sprawdziliémy dla kilku liczb n — ale to za

mafto, zeby wiedzieé, ze jest prawdziwa zawsze. Ogodlnie;:

Jak udowadniac twierdzenia postaci

gdzie
e N={0,1,2,3,...} — zbidr liczb naturalnych
e P(...) jest jaka$ wiasnoscig liczb naturalnych
to moze byc jakas réownos¢, albo nieréwnosc,
albo jeszcze cos innego. . .

w poprzednim przyktadzie
chodzito o réwnosc

P(n) <= » (2i- 1)\‘: n?
=1

Mozemy sprawdzac po kolel
P(0), P(1), P(2), ...

ale w ten sposéb nigdy nie sprawdzimy dla wszystkich liczb naturalnych.
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Zasada indukcji jest zwykle podawana w takiej postaci:

P(O) <—przypadek bazowy— tO musimy UdOWOdnié;
P(n) — P(n + 1) <—krok indukcyjny— tO musimy UdOWOdnic’;
P(n) < teza

to z powyzszych faktow wynika
W rozwazanym przyktadzie:

Przyp. bazowy: >>°_ (2i — 1) = ()2

suma bez sktadnikéw jest zerowa
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Sieganie do nieskonczonosci — indukcja matematyczna

Zasada indukcji jest zwykle podawana w takiej postaci:

P(O) <—przypadek bazowy— tO musimy UdOWOdnié;
P(n) — P(n + 1) <—krok indukcyjny— tO musimy UdOWOdnic’;

P(n) . teza to z powyzszych faktéw wynika

W rozwazanym przyktadzie:
Przyp. bazowy: >>°_ (2i — 1) = ()2
Krok indukeyjny: 37, (2i — 1) = n? = Y7120 — 1)

suma bez sktadnikéw jest zerowa

ama

= (n+ 1)
" 20— 1)

7

—2-1-1)+@2-2-D+..42-n=-1)+2-(n+1)=1)
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P(n) ) teza to z powyzszych faktow wynika
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T
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_|_

'L:
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Sieganie do nieskonczonosci — indukcja matematyczna

Zasada indukcji jest zwykle podawana w takiej postaci:

P(0) <przypadek bazowy— to musimy udowodni¢;
P(n) = P(n + 1) =—krok indukeyjny— to musimy udowodni;
P(n) - teza to z powyzszych faktéw wynika
W rozwazanym przyktadzie: suma bez sktadnikéw jest zerowa
/

Przyp. bazowy: >>°_ (2i — 1) = ()2
Krok indukecyjny: Y7 (20 — 1)j: n? = YUHN2i—1) = (n+1)?
[y
—(21-1)+22-D)+...+2-n-1+2 (n+1)—1)

=> " (2i—1)4+(2-(n+1)—1)
\»:n2+(2-(n+1)—1)
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Zasada indukcji jest zwykle podawana w takiej postaci:

P(0) <przypadek bazowy— to musimy udowodni¢;
P(n) = P(n + 1) =—krok indukeyjny— to musimy udowodni;
P(n) - teza to z powyzszych faktéw wynika
W rozwazanym przyktadzie: suma bez sktadnikéw jest zerowa
/

Przyp. bazowy: 30, (2i — 1) = 02
Krok indukeyjny: 7, (2i — 1) = n? = SH2i—1) = (n+1)?
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Sieganie do nieskonczonosci — indukcja matematyczna

Zasada indukcji jest zwykle podawana w takiej postaci:

P(0) <przypadek bazowy— to musimy udowodni¢;
P(n) = P(n + 1) =—krok indukeyjny— to musimy udowodni;
P(n) - teza to z powyzszych faktéw wynika
W rozwazanym przyktadzie: suma bez sktadnikéw jest zerowa
/

Przyp. bazowy: 30, (2i — 1) = 02
Krok indukeyjny: 7, (2i — 1) = n? = SH2i—1) = (n+1)?

J
(e
=2 1-1D+2-2-1)+...+2-n—-1+(2-(n+1)—1)
=> " (2i—1)4+(2-(n+1)—1)
\»:n2+(2-(n+1)—1)
=n24+2-n+1
= (n+41)?
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Sieganie do nieskonczonosci — indukcja matematyczna

Zasada indukcji jest zwykle podawana w takiej postaci:

P(0) <przypadek bazowy— to musimy udowodni¢;
P(n) = P(n + 1) =—krok indukeyjny— to musimy udowodni;
P(n) - teza to z powyzszych faktéw wynika
W rozwazanym przyktadzie: suma bez sktadnikéw jest zerowa
/

Przyp. bazowy: 30, (2i — 1) = 02
Krok indukeyjny: 57, (2i — 1) = n? = SHN2i—1) = (n+1)?

J

s S 20— 1) )
=2 1-D+2-2-1)+...+2-n—-1D+2-(n+1)—1)
=> " (2i—1)4+(2-(n+1)—1)

\»:n2+(2-(n+1)—1)

=n24+2-n+1

:(n—|—1)2 /
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1 = 1°
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143 = 22
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1+3+5 = 37

1 2 3
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14+3+5+...+(2i—1) = ¢

1 2 3 1
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14+3+5+...+2i—1)+...+(2n—1) = n?

1 2 3 i n
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e przyp. bazowy P(0) (zwykle fatwe)
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‘B’(ane koto w dowodzie?'
P(0)

P(n) = P(n+1)
P(n)

Zeby udowodnié¢ P(n) musimy udowodnié
e przyp. bazowy P(0) (zwykle tatwe), oraz
e krok indukcyjny: implikacje o poprzedniku P(n),
wiec musimy zatozy¢ P(n), zeby w koncu wywnioskowaé P(n).

To jest pozorne btedne kofo.
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‘qudne koto w dowodzie?'
P(0)

P(n) = P(n+1)
P(n)

Zeby udowodnié¢ P(n) musimy udowodnié
e przyp. bazowy P(0) (zwykle tatwe), oraz
e krok indukcyjny: implikacje o poprzedniku P(n),
wiec musimy zatozy¢ P(n), zeby w koncu wywnioskowaé P(n).

To jest pozorne btedne koto. Starannie napisana zasada indukgji:
P(0)
Vaso (P(n) = P(n +1))
\V/n>0 P(n)




Wyktad 1, str. 8

‘qudne koto w dowodzie?'
P(0)

P(n) = P(n+1)
P(n)

Zeby udowodni¢ P(n) musimy udowodnié
e przyp. bazowy P(0) (zwykle tatwe), oraz
e krok indukcyjny: implikacje o poprzedniku P(n),
wiec musimy zatozy¢ P(n), zeby w koncu wywnioskowaé P(n).

To jest pozorne btedne koto. Starannie napisana zasada indukgcji:
P(0)
Vaso (P(n) = P(n +1))
\V/n>0 P(n)

Nie zaktadamy tezy V,,~o P(n), a tylko P(n) dla kazdego n z osobna.



Wyktad 1, str.9

‘Do czego stuzy indukcja?'

Indukcja stuzy do udowodniania hipotez
o liczbach naturalnych.



Wyktad 1, str. 9

‘Do czego stuzy indukcja?'

Indukcja stuzy do udowodniania hipotez
o liczbach naturalnych.
Indukcja

e nie pomaga we wpadaniu na pomysf;



Wyktad 1, str. 9

‘Do czego stuzy indukcja?'

Indukcja stuzy do udowodniania hipotez
o liczbach naturalnych.
Indukcja
e nie pomaga we wpadaniu na pomysf;

e nie pomaga w formufowaniu hipotezy;



Wyktad 1, str. 9

‘Do czego stuzy indukcja?'

Indukcja stuzy do udowodniania hipotez
o liczbach naturalnych.
Indukcja
e nie pomaga we wpadaniu na pomyst;
¢ nie pomaga w formutowaniu hipotezy;

e nie zawsze rozstrzyga, czy hipoteza jest prawdziwa;



Wyktad 1, str.9

‘Do czego stuzy indukcja?'

Indukcja stuzy do udowodniania hipotez
o liczbach naturalnych.
Indukcja
e nie pomaga we wpadaniu na pomysf;
e nie pomaga w formutowaniu hipotezy;
e nie zawsze rozstrzyga, czy hipoteza jest prawdziwa;

— jesli dowdd wyjdzie, to hipoteza jest prawdziwa



Wyktad 1, str.9

‘Do czego stuzy indukcja?'

Indukcja stuzy do udowodniania hipotez
o liczbach naturalnych.
Indukcja
e nie pomaga we wpadaniu na pomysf;
e nie pomaga w formutowaniu hipotezy;
e nie zawsze rozstrzyga, czy hipoteza jest prawdziwa;
— jesli dowdd wyjdzie, to hipoteza jest prawdziwa

— jesli nie wyjdzie, to nic nie wiadomo:
moze by¢ prawdziwa, moze by¢ fatszywa




Wyktad 1, str. 10

‘Do czego stuzy indukcja?'

Indukcja tylko dla liczb naturalnych!



Wyktad 1, str. 10

‘Do czego stuzy indukcja?'

Indukcja tylko dla liczb naturalnych!

Pseudotwierdzenie:
Kazda liczba rzeczywista jest naturalna.




Wyktad 1, str. 10

‘Do czego stuzy indukcja?'

Indukcja tylko dla liczb naturalnych!

Pseudotwierdzenie:
Kazda liczba rzeczywista jest naturalna.

Pseudodowod:
przyp. bazowy: 0 jest liczbg naturalng




Wyktad 1, str. 10

‘Do czego stuzy indukcja?'

Indukcja tylko dla liczb naturalnych!

Pseudotwierdzenie:
Kazda liczba rzeczywista jest naturalna.

Pseudodowod:
przyp. bazowy: 0 jest liczbg naturalng,
krok. indukc.: zatézmy, ze jakie$ n jest
liczba naturalna




Wyktad 1, str. 10

‘Do czego stuzy indukcja?'

Indukcja tylko dla liczb naturalnych!

Pseudotwierdzenie:
Kazda liczba rzeczywista jest naturalna.

Pseudodowod:
przyp. bazowy: 0 jest liczbg naturalng,
krok. indukc.: zatézmy, ze jakie$ n jest
liczba naturalng; wtedy n + 1 jest
liczba naturalng — to oczywiste.




Wyktad 1, str. 10

‘Do czego stuzy indukcja?'

Indukcja tylko dla liczb naturalnych!

Pseudotwierdzenie:
Kazda liczba rzeczywista jest naturalna.

Pseudodowod:
przyp. bazowy: 0 jest liczbg naturalng,
krok. indukc.: zatézmy, ze jakie$ n jest
liczba naturalng; wtedy n + 1 jest
liczba naturalng — to oczywiste.
Wobec tego kazda liczba rzeczywista

jest naturalna.
[




‘Do czego stuzy indukcja?'

Indukcja tylko dla liczb naturalnych!

Wyktad 1, str. 10

Pseudotwierdzenie:
Kazda liczba rzeczywista jest naturalna.

Pseudodowod:
przyp. bazowy: 0 jest liczbg naturalng,
krok. indukc.: zatézmy, ze jakie$ n jest
liczba naturalng; wtedy n + 1 jest
liczba naturalng — to oczywiste.
Wobec tego kazda liczba rzeczywista

jest naturalna.
[

Pseudotwierdzenie:

Dla dowolnego rzeczywistego x:
sin(z - 180°) =0




‘Do czego stuzy indukcja?'

Indukcja tylko dla liczb naturalnych!

Wyktad 1, str. 10

Pseudotwierdzenie:
Kazda liczba rzeczywista jest naturalna.

Pseudodowod:
przyp. bazowy: 0 jest liczbg naturalng,
krok. indukc.: zatézmy, ze jakie$ n jest
liczba naturalng; wtedy n + 1 jest
liczba naturalng — to oczywiste.
Wobec tego kazda liczba rzeczywista

jest naturalna.
[

Pseudotwierdzenie:

Dla dowolnego rzeczywistego x:
sin(z - 180°) =0

Pseudodowadd:
przyp. bazowy dla x = 0:
sin(0 - 180°) = sin(0)




‘Do czego stuzy indukcja?'

Indukcja tylko dla liczb naturalnych!

Wyktad 1, str. 10

Pseudotwierdzenie:
Kazda liczba rzeczywista jest naturalna.

Pseudodowod:
przyp. bazowy: 0 jest liczbg naturalng,
krok. indukc.: zatézmy, ze jakie$ n jest
liczba naturalng; wtedy n + 1 jest
liczba naturalng — to oczywiste.
Wobec tego kazda liczba rzeczywista

jest naturalna.
[

Pseudotwierdzenie:

Dla dowolnego rzeczywistego x:
sin(z - 180°) =0

Pseudodowadd:
przyp. bazowy dla x = 0:
sin(0 - 180°) = sin(0) =0




‘Do czego stuzy indukcja?'

Indukcja tylko dla liczb naturalnych!

Wyktad 1, str. 10

Pseudotwierdzenie:
Kazda liczba rzeczywista jest naturalna.

Pseudodowod:
przyp. bazowy: 0 jest liczbg naturalng,
krok. indukc.: zatézmy, ze jakie$ n jest
liczba naturalng; wtedy n + 1 jest
liczba naturalng — to oczywiste.
Wobec tego kazda liczba rzeczywista

jest naturalna.
[

Pseudotwierdzenie:

Dla dowolnego rzeczywistego x:
sin(z - 180°) =0

Pseudodowadd:
przyp. bazowy dla x = 0:
sin(0 - 180°%) = sin(0) =0
krok. indukc.: zatézmy, ze
sin(z - 180°) =0




‘Do czego stuzy indukcja?'

Indukcja tylko dla liczb naturalnych!

Wyktad 1, str. 10

Pseudotwierdzenie:
Kazda liczba rzeczywista jest naturalna.

Pseudodowod:
przyp. bazowy: 0 jest liczbg naturalng,
krok. indukc.: zatézmy, ze jakie$ n jest
liczba naturalng; wtedy n + 1 jest
liczba naturalng — to oczywiste.
Wobec tego kazda liczba rzeczywista

jest naturalna.
[

Pseudotwierdzenie:

Dla dowolnego rzeczywistego x:
sin(z - 180°) =0

Pseudodowadd:
przyp. bazowy dla x = 0:
sin(0 - 180°%) = sin(0) =0
krok. indukc.: zatézmy, ze
sin(z - 180°) = 0; wtedy
sin((x + 1) - 180°)




‘Do czego stuzy indukcja?'

Indukcja tylko dla liczb naturalnych!

Wyktad 1, str. 10

Pseudotwierdzenie:
Kazda liczba rzeczywista jest naturalna.

Pseudodowod:
przyp. bazowy: 0 jest liczbg naturalng,
krok. indukc.: zatézmy, ze jakie$ n jest
liczba naturalng; wtedy n + 1 jest
liczba naturalng — to oczywiste.
Wobec tego kazda liczba rzeczywista

jest naturalna.
[

Pseudotwierdzenie:

Dla dowolnego rzeczywistego x:
sin(z - 180°) =0

Pseudodowadd:
przyp. bazowy dla x = 0:
sin(0 - 180°%) = sin(0) =0
krok. indukc.: zatézmy, ze
sin(z - 180°) = 0; wtedy
sin((x + 1) - 180°)
= sin(z - 180° 4 180°)




‘Do czego stuzy indukcja?'

Indukcja tylko dla liczb naturalnych!

Wyktad 1, str. 10

Pseudotwierdzenie:
Kazda liczba rzeczywista jest naturalna.

Pseudodowod:
przyp. bazowy: 0 jest liczbg naturalng,
krok. indukc.: zatézmy, ze jakie$ n jest
liczba naturalng; wtedy n + 1 jest
liczba naturalng — to oczywiste.
Wobec tego kazda liczba rzeczywista

jest naturalna.
[

Pseudotwierdzenie:

Dla dowolnego rzeczywistego x:
sin(z - 180°) =0

Pseudodowdd:

przyp. bazowy dla x = 0:
sin(0 - 180°%) = sin(0) =0

krok. indukc.: zatézmy, ze
sin(z - 180°) = 0; wtedy
sin((x + 1) - 180°)
= sin(z - 180° 4 180°)
= sin(z - 180°) - cos(180°)

+ cos(x - 1807) - sin(180°)




‘Do czego stuzy indukcja?'

Indukcja tylko dla liczb naturalnych!

Wyktad 1, str. 10

Pseudotwierdzenie:
Kazda liczba rzeczywista jest naturalna.

Pseudodowod:
przyp. bazowy: 0 jest liczbg naturalng,
krok. indukc.: zatézmy, ze jakie$ n jest
liczba naturalng; wtedy n + 1 jest
liczba naturalng — to oczywiste.
Wobec tego kazda liczba rzeczywista

jest naturalna.
[

Pseudotwierdzenie:

Dla dowolnego rzeczywistego x:
sin(z - 180°) =0

Pseudodowdd:

przyp. bazowy dla x = 0:
sin(0 - 180°%) = sin(0) =0

krok. indukc.: zatézmy, ze
sin(z - 180°) = 0; wtedy
sin((x + 1) - 180°)
= sin(z - 180° 4 180°)
= sin(z - 180°) - cos(180°)

+ cos(x - 1807) - sin(180°)

= sin(x - 180°) - cos(180°)




‘Do czego stuzy indukcja?'

Indukcja tylko dla liczb naturalnych!

Wyktad 1, str. 10

Pseudotwierdzenie:
Kazda liczba rzeczywista jest naturalna.

Pseudodowod:
przyp. bazowy: 0 jest liczbg naturalng,
krok. indukc.: zatézmy, ze jakie$ n jest
liczba naturalng; wtedy n + 1 jest
liczba naturalng — to oczywiste.
Wobec tego kazda liczba rzeczywista

jest naturalna.
[

Pseudotwierdzenie:

Dla dowolnego rzeczywistego x:
sin(z - 180°) =0

Pseudodowdd:
przyp. bazowy dla x = 0:
sin(0 - 180°%) = sin(0) =0
krok. indukc.: zatézmy, ze
sin(z - 180°) = 0; wtedy
sin((x + 1) - 180°)
= sin(z - 180° 4 180°)
= sin(z - 180°) - cos(180°)
+ cos(x - 1807) - sin(180°)
= sin(x - 180°) - cos(180°)
=0
[]




‘Do czego stuzy indukcja?'

Indukcja tylko dla liczb naturalnych!

Wyktad 1, str. 10

Pseudotwierdzenie:
Kazda liczba rzeczywista jest naturalna.

Pseudodowod:
przyp. bazowy: 0 jest liczbg naturalng,
krok. indukc.: zatézmy, ze jakie$ n jest
liczba naturalng; wtedy n + 1 jest
liczba naturalng — to oczywiste.
Wobec tego kazda liczba rzeczywista

jest naturalna.
[

Pseudotwierdzenie:

Dla dowolnego rzeczywistego x:
sin(z - 180°) =0

Pseudodowdd:
przyp. bazowy dla x = 0:
sin(0 - 180°%) = sin(0) =0
krok. indukc.: zatézmy, ze
sin(z - 180°) = 0; wtedy
sin((x + 1) - 180°)
= sin(z - 180° 4 180°)
= sin(z - 180°) - cos(180°)
+ cos(x - 1807) - sin(180°)
= sin(z - 180°) - cos(180°)
=0
[]

Twierdzenie dowodzone przez indukcje moze dotyczy¢ liczb innych niz naturalne (albo

dowolnej innej rzeczywistosci)



‘Do czego stuzy indukcja?'

Indukcja tylko dla liczb naturalnych!

Wyktad 1, str. 10

Pseudotwierdzenie:
Kazda liczba rzeczywista jest naturalna.

Pseudodowod:
przyp. bazowy: 0 jest liczbg naturalng,
krok. indukc.: zatézmy, ze jakie$ n jest
liczba naturalng; wtedy n + 1 jest
liczba naturalng — to oczywiste.
Wobec tego kazda liczba rzeczywista

jest naturalna.
[

Pseudotwierdzenie:

Dla dowolnego rzeczywistego x:
sin(z - 180°) =0

Pseudodowdd:
przyp. bazowy dla x = 0:
sin(0 - 180°%) = sin(0) =0
krok. indukc.: zatézmy, ze
sin(z - 180°) = 0; wtedy
sin((x + 1) - 180°)
= sin(z - 180° 4 180°)
= sin(z - 180°) - cos(180°)
+ cos(x - 1807) - sin(180°)
= sin(z - 180°) - cos(180°)
=0
[]

Twierdzenie dowodzone przez indukcje moze dotyczy¢ liczb innych niz naturalne (albo
dowolnej innej rzeczywistosci); ale indukcja musi biec po liczbach naturalnych i teza

bedzie stosowac sie tylko do liczb naturalnych



‘Do czego stuzy indukcja?'

Indukcja tylko dla liczb naturalnych!

Wyktad 1, str. 10

Pseudotwierdzenie:
Kazda liczba rzeczywista jest naturalna.

Pseudodowod:
przyp. bazowy: 0 jest liczbg naturalng,
krok. indukc.: zatézmy, ze jakie$ n jest
liczba naturalng; wtedy n + 1 jest
liczba naturalng — to oczywiste.
Wobec tego kazda liczba rzeczywista

jest naturalna.
[

Pseudotwierdzenie:

Dla dowolnego rzeczywistego x:
sin(z - 180°) =0

Pseudodowdd:
przyp. bazowy dla x = 0:
sin(0 - 180°%) = sin(0) =0
krok. indukc.: zatézmy, ze
sin(z - 180°) = 0; wtedy
sin((x + 1) - 180°)
= sin(z - 180° 4 180°)
= sin(z - 180°) - cos(180°)
+ cos(x - 1807) - sin(180°)
= sin(z - 180°) - cos(180°)
=0
[]

Twierdzenie dowodzone przez indukcje moze dotyczy¢ liczb innych niz naturalne (albo
dowolnej innej rzeczywistosci); ale indukcja musi biec po liczbach naturalnych i teza
bedzie stosowac sie tylko do liczb naturalnych (np. V, ey sin(n - 180°) = 0 jest OK).



Wyktad 1, str. 11

e b

Na ile kawatkéw da sie podzieli¢ . ®° o9 %
\——’

ptaszczyzne przy pomocy n prostoli- i i

niowych ciec?



Wykiad 1, str. 11
‘O krajaniu tortu' boab o
bkl

Na ile kawatkow da sie podzieli¢ e o9

ptaszczyzne przy pomocy n prostoli- \——-’i i

niowych cie¢?

liczba cie¢: 0




Wyktad 1, str. 11
‘O krajaniu tortu' e b b
ALk

Na ile kawatkow da sie podzieli¢ e o9

ptaszczyzne przy pomocy n prostoli- \——-’i i

niowych cie¢?

liczba cie¢: 0 liczba cie¢: 1




Wykfad 1, str. 11
‘O krajaniu tortu' v A b4
Al

Na ile kawatkow da sie podzieli¢ e o9

ptaszczyzne przy pomocy n prostoli- \——’i i

niowych cie¢?

liczba cie¢: 0 liczba cie¢: 1 liczba ciec: 2




Wyktad 1, str. 11
‘O krajaniu tortu' .

Na ile kawatkow da sie podzieli¢ e o9

ptaszczyzne przy pomocy n prostoli- \__fi i

niowych cie¢?
2

1 3

___________________________ KYEAYE

liczba cie¢: 0 liczba cie¢: 1 liczba ciec: 2 liczba cie¢: 3




‘O krajaniu tortu'

Na ile kawatkow da sie podzieli¢
ptaszczyzne przy pomocy n prostoli-

niowych cie¢?

Wyktad 1, str. 11

Ak

—

liczba cie¢: 0

liczba cie¢: 1

liczba ciec: 2

2
1 3

KYEAYE

liczba cie¢: 3

liczba ciec: 4




Wyktad 1, str.11

b,

—

‘O krajaniu tortu'

Na ile kawatkéw da sie podzielic
ptaszczyzne przy pomocy n prostoli-

niowych cie¢? @
) 2
1 1 1 4 3
___________________________ 6/ 5\
liczba cie¢: 0 liczba cie¢: 1 liczba ciec: 2 liczba cie¢: 3 liczba ciec: 4
Hipoteza:
ciecia - (crecia + 1
obszary = 1+ ‘ (el )

2



‘O krajaniu tortu'

Na ile kawatkow da sie podzieli¢
ptaszczyzne przy pomocy n prostoli-

niowych ciec?

Wyktad 1, str. 11

bkl

) 2
1 1 1 A 3
___________________________ 6/ 5\4.
liczba cie¢: 0 liczba cie¢: 1 liczba cieé: 2 liczba cieé: 3 liczba cieé: 4
Hipoteza:
ciecia - (crecia + 1
obszary = 1+ ‘ (cig )

2

... wzieta catkiem z sufitu. . .




Wyktad 1, str.12

‘O krajaniu tortu'

Twierdzenie: Dla dowolnej liczby naturalnej n > 0 zachodzi
n-(n+1)
2

a, = 1+

n — liczba ciec¢
a,, — liczba obszarow



Wyktad 1, str.12

‘O krajaniu tortu'

Twierdzenie: Dla dowolnej liczby naturalnej n > 0 zachodzi
n-(n+1)
2

an:1+

n — liczba ciec¢
a,, — liczba obszarow

Dowod:

Przyp. bazowy: ag = ‘1 + & (O+1)



Wyktad 1, str. 12

‘O krajaniu tortu'

Twierdzenie: Dla dowolnej liczby naturalnej n > 0 zachodzi
n-(n+1)

n:1
Qa -+ 5

n — liczba ciec¢
a,, — liczba obszarow

Dowad:

Przyp. bazowy: ag 14 W

lewa str.: ag = 1



Wyktad 1, str.12

‘O krajaniu tortu'

Twierdzenie: Dla dowolnej liczby naturalnej n > 0 zachodzi
n-(n+1)

nzl
Qa —+ 5

n — liczba ciec¢
a,, — liczba obszarow

Dowad:

Przyp. bazowy: ag 14 W

lewa str.: ag = 1 prawa str.: 1 + %ﬂ) =1



Wyktad 1, str.12

‘O krajaniu tortu'

Twierdzenie: Dla dowolnej liczby naturalnej n > 0 zachodzi
n-(n+1)

nzl
Qa -+ 5

n — liczba ciec¢
a,, — liczba obszarow

Dowad:

Przyp. bazowy: ag 14 W

lewa str.: ag = 1 prawa str.: 1 + %ﬂ) =1 OK



Wyktad 1, str. 12

‘O krajaniu tortu'

Twierdzenie: Dla dowolnej liczby naturalnej n > 0 zachodzi
n-(n+1)

n:]-
a + 5

n — liczba ciec¢
a, — liczba obszarow

Dowod:

Przyp. bazowy: ag = ‘1 + & (O+1)

lewa str.: ag = 1 prawa str.: 1 + % =1 OK

1) - 1)+1
Krok indukc.: a,, =1 + = (”+1) = an+1:1+(n+ ) ((n+1)+1)

—~— 2
L

7

~~
R



‘O krajaniu tortu'

Twierdzenie: Dla dowolnej liczby naturalnej n > 0 zachodzi
n-(n+1)

n:]-
a + 5

n — liczba ciec¢

ta rownos¢ mozemy zaktadac
a,, — liczba obszarow

Dowod:

Przyp. bazowy: ag Z1 +

lewa str.: ag = 1 wa str.: 1 + % =1 OK

1) - 1)+1
Krok indukc.: a,, =1 + = (”+1) = an+1:1+(n—|— ) ((n+1)+1)

—~— 2

L

Wyktad 1, str. 12



‘O krajaniu tortu'

Twierdzenie: Dla dowolnej liczby naturalnej n > 0 zachodzi
n-(n+1)

n:]-
a + 5

n — liczba ciec¢

ta rownos¢ mozemy zaktadac
a,, — liczba obszarow

a t3 mamy udowodnié

Dowod:

Przyp. bazowy: ag Z1 +

lewa str.: ag = 1 wa str.: 1 + % —

Krok indukc.: a,, =1+ 2 (n+1) = ant+1 =1+

N~ o
L

Wyktad 1, str. 12



Wyktad 1, str.12

‘O krajaniu tortu'

Twierdzenie: Dla dowolnej liczby naturalnej n > 0 zachodzi
n-(n+1)
2

a, = 1+

n — liczba ciec¢

ta rownos¢ mozemy zaktadac
a, — liczba obszarow

] a ta mamy udowodnic
Dowdd:

Przyp. bazowy: ag Z1 +

lewa str.: ag = 1

OK

wa str.: l—l—w —

o 1) 1)+ 1
Krok indukc.: a, = 1 + =240 - oy =1y D (1) +1)
NG 2

L Vv
R

Nowa (n + 1)-wsza linia przecina n ,starych” linii, rozdzielajacych n + 1 obszaréw

7




Wyktad 1, str.12

‘O krajaniu tortu'

Twierdzenie: Dla dowolnej liczby naturalnej n > 0 zachodzi
n-(n+1)

n:1
a + 5

n — liczba ciec¢

ta rownos¢ mozemy zaktadac
a, — liczba obszarow

) a t3 mamy udowodnic
Dowadd:

Przyp. bazowy: ag Z1 +

lewa str.: ag = 1 wa str.: 1 + % —

OK

o 1) 1)+ 1
Krok indukc.: a, = 1 + =240 - oy =1y D (1) +1)
NG 2

L Vv
R

Nowa (n + 1)-wsza linia przecina n ,starych” linii, rozdzielajacych n + 1 obszaréw,
wiec dodaje n + 1 obszardéw do istniejgcych

7




Wyktad 1, str.12

‘O krajaniu tortu'

Twierdzenie: Dla dowolnej liczby naturalnej n > 0 zachodzi
n-(n+1)

n:1
a + 5

n — liczba ciec¢

ta rownos¢ mozemy zaktadac
a, — liczba obszarow

) a ta mamy udowodnic
Dowadd:

Przyp. bazowy: a9 ~1 +
prawa str.: 1+% =

lewa str.: ag = 1

OK

1) 1) +1
Krok indukc.: a, = 1 4+ =D g = et D (4 D+ 1)
NS 2

L Vo
R

Nowa (n + 1)-wsza linia przecina n ,starych” linii, rozdzielajacych n + 1 obszaréw,
wiec dodaje n + 1 obszarow do istniejgcych:

L=apn+1 =an+ (n+1)

7




Wyktad 1, str.12

‘O krajaniu tortu'

Twierdzenie: Dla dowolnej liczby naturalnej n > 0 zachodzi
n-(n+1)

n:1
a + 5

n — liczba ciec¢

ta rownos¢ mozemy zaktadac
a, — liczba obszarow

) a ta mamy udowodnic
Dowadd:

Przyp. bazowy: a9 ~1 +
prawa str.: 1+% =

lewa str.: ag = 1

OK

1) - 1 1
Krok indukc.: a,, =1+ =0 — ¢ o =71 4 (n+1)-((n+1)+1)
NS )

L Vo
R

Nowa (n + 1/)-wsza linia przecina n ,starych” linii, rozdzielajacych n + 1 obszaréw,
wiec dodajé n + 1 obszaréw do istniejacych:

L=aft1 =an+(n+1)= (z zat.ind.)
=1+ 208D 4 (n+1)

7




Wyktad 1, str.12

‘O krajaniu tortu'

Twierdzenie: Dla dowolnej liczby naturalnej n > 0 zachodzi
n-(n+1)

n:1
a + 5

n — liczba ciec¢

ta rownos¢ mozemy zaktadac
a, — liczba obszarow

) a ta mamy udowodnic
Dowadd:

Przyp. bazowy: a9 ~1 +
prawa str.: 1+% =

lewa str.: ag = 1

OK

1) - 1 1
Krok indukc.: a, = 1 + =20 — an+1:1+(n+ ) - ((n+1)+1)
NS )

L Vo
R

Nowa (n + 1)-wsza linia przecina n ,starych” linii, rozdzielajacych n + 1 obszaréw,
wiec dodaje n + 1 obszardéw do istniejacych:

L=ant1 =an+(n+1)= (z zat.ind.)

2

7




Wyktad 1, str.12

‘O krajaniu tortu'

Twierdzenie: Dla dowolnej liczby naturalnej n > 0 zachodzi
n-(n+1)

n:]-
a + 5

n — liczba ciec¢

ta rownos¢ mozemy zaktadac
a, — liczba obszarow

) a ta mamy udowodnic
Dowadd:

Przyp. bazowy: a9 ~1 +
prawa str.: 1+% =

lewa str.: ag = 1

OK

1) - 1 1
Krok indukc.: a, = 1 + =20 — an+1:1+(n+ )-((n+1)+1)
NS )

L Vo
R

Nowa (n + 1)-wsza linia przecina n ,starych” linii, rozdzielajacych n + 1 obszaréw,
wiec dodaje n + 1 obszardéw do istniejacych:

L=ant1 =an+(n+1)= (z zat.ind.)

14 <n+1>2<n+2>

7




Wyktad 1, str.12

‘O krajaniu tortu'

Twierdzenie: Dla dowolnej liczby naturalnej n > 0 zachodzi
n-(n+1)

n:1
a + 5

n — liczba ciec¢

ta rownos¢ mozemy zaktadac
a, — liczba obszarow

) a ta mamy udowodnic
Dowadd:

Przyp. bazowy: a9 ~1 +
prawa str.: 1+% =

lewa str.: ag = 1

OK

1) - 1 1
Krok indukc.: a, = 1 4+ =20 — an+1:1+(n+ )- ((n+1)+1)
NS 2

L Vo
R

Nowa (n + 1)-wsza linia przecina n ,starych” linii, rozdzielajacych n + 1 obszaréw,
wiec dodaje n + 1 obszardéw do istniejacych:

L=ant1 =an+(n+1)= (z zat.ind.)

2

7

_ 4 <n+1>2<n+2> _n



Wyktad 1, str. 13

‘Wniosku z krajania tortu'

Hipoteza moze by¢ podana bez uzasadnienia
(zgadnieta);

ale jesli zostanie potwierdzona dowodem
indukcyjnym,

to staje sie pelnoprawnym twierdzeniem.



Wyktad 1, str. 14

‘Analiza petli w programie'




Wyktad 1, str. 14

‘Analiza peth w programie'

Niech w,, i 7,, — wartosci zmiennych w i i po wykonaniu
l n obrotéw petli, WD/m miejscu programu.




Wyktad 1, str. 14

‘Analiza peth w programie'

Niech w,, i 7,, — wartosci zmiennych w i i po wykonaniu
l n obrotéw petli, WD/m miejscu programu. Wtedy

UJQ:l Z():O




Wyktad 1, str. 14

‘Analiza peth w programie'

Niech w,, i 7,, — wartosci zmiennych w i i po wykonaniu
l n obrotéw petli, WD/m miejscu programu. Wtedy

UJQ:l Z():O
Wn41 — Wnp - X 'Ln—|—1:7/n+1




Wyktad 1, str. 14

‘Analiza peth w programiel

Niech w,, i 7,, — wartosci zmiennych w i i po wykonaniu
n obrotéw petli, WD/m miejscu programu. Wtedy

UJQ:l Z():O
Wn41 — Wnp - X 'Ln—|—1:7/n+1

Twierdzenie:
Dla dowolnego n € N (czyli po wykonaniu n obro-
tow petli) zachodzi

in=nANw, ="



Wyktad 1, str. 14

‘Analiza peth w programie'

Niech w,, I %2,, — wartosci zmiennych w i i po wykonaniu
l n obrotéw petli, WD/m miejscu programu. Wtedy

w():l 20:0
Wn4+1 — Wnp - X Zn—i—lzzn—l_l

Twierdzenie:
w=wkx; i=i+1; Dla dowolnego n € N (czyli po wykonaniu n obro-
tow petli) zachodzi

\ J Zn:n/\’wn:l’n

Dowod:
Przyp. bazowy: 7o =0 A wg =1 wynika z komendy w pierwszym pudetku.




Wyktad 1, str. 14

‘Analiza peth w programie'

Niech w,, i 2,, — wartosci zmiennych w i i po wykonaniu
i n obrotéw petli, WD/m miejscu programu. Wtedy

w():l ZQZO
Wn4+1 — Wnp - X Zn—i—lzzn_'_l

Twierdzenie:
w=w*xx; 1i=i+1; Dla dowolnego n € N (czyli po wykonaniu n obro-
tow petli) zachodzi

k J in=nANw, ="
Dowod:
Przyp. bazowy: 7o =0 A wg =1 wynika z komendy w pierwszym pudetku.

Krok ind.: Zakfadamy
in =nAw, =2a" (zatozenie indukcyjne)




Wyktad 1, str. 14

‘Analiza peth w programie'

Niech w,, 1 2,, — wartosci zmiennych w i i po wykonaniu
i n obrotéw petli, WD/m miejscu programu. Wtedy

UJO:l ZQZO
Wn4+1 — Wnp - X Zn—i—lzzn—l_l

Twierdzenie:
w=w*xx; 1i=i+1; Dla dowolnego n € N (czyli po wykonaniu n obro-
tow petli) zachodzi

\ J in =nNANw, ="

Dowod:
Przyp. bazowy: 7o =0 A wg =1 wynika z komendy w pierwszym pudetku.

Krok ind.: Zakfadamy

in =N A w, =a" (zatozenie indukcyjne)
Stad

In+1 = 1p + 1




Wyktad 1, str. 14

‘Analiza peth w programie'

Niech w,, 1 2,, — wartosci zmiennych w i i po wykonaniu
i n obrotéw petli, WD/m miejscu programu. Wtedy

UJO:l ZQZO
Wn4+1 — Wnp - X Zn—i—lzzn—l_l

Twierdzenie:
w=w*xx; 1i=i+1; Dla dowolnego n € N (czyli po wykonaniu n obro-
tow petli) zachodzi

\ J in =nNANw, ="

Dowod:
Przyp. bazowy: 7o =0 A wg =1 wynika z komendy w pierwszym pudetku.

Krok ind.: Zakfadamy

in =N A w, =a" (zatozenie indukcyjne)
Stad

ini1 =in+1=n+1




Wyktad 1, str. 14

‘Analiza peth w programie'

Niech w,, 1 2,, — wartosci zmiennych w i i po wykonaniu
i n obrotéw petli, WD/m miejscu programu. Wtedy

UJO:l ZQZO
Wn4+1 — Wnp - X Zn—i—lzzn—l_l

Twierdzenie:
w=w*xx; 1i=i+1; Dla dowolnego n € N (czyli po wykonaniu n obro-
tow petli) zachodzi

\ J in =nNANw, ="

Dowod:
Przyp. bazowy: 7o =0 A wg =1 wynika z komendy w pierwszym pudetku.

Krok ind.: Zakfadamy

in =N A w, =a" (zatozenie indukcyjne)
Stad

ntl =1p +1=n+1 oraz Wpt1 = Wy = T




Wyktad 1, str. 14

‘Analiza peth w programie'

Niech w,, 1 2,, — wartosci zmiennych w i i po wykonaniu
i n obrotéw petli, WD/m miejscu programu. Wtedy

UJO:l ZQZO
Wn4+1 — Wnp - X Zn—i—lzzn—l_l

Twierdzenie:
w=w*xx; 1i=i+1; Dla dowolnego n € N (czyli po wykonaniu n obro-
tow petli) zachodzi

\ J in =nNANw, ="

Dowod:
Przyp. bazowy: 7o =0 A wg =1 wynika z komendy w pierwszym pudetku.

Krok ind.: Zakfadamy
in =N A w, =a" (zatozenie indukcyjne)
Stad
Int1 =1n +1=n4+1 oraz Wpil] =Wp T =" X




Wyktad 1, str. 14

‘Analiza peth w programie'

Niech w,, 1 2,, — wartosci zmiennych w i i po wykonaniu
i n obrotéw petli, WD/m miejscu programu. Wtedy

UJO:l ZQZO
Wn4+1 — Wnp - X Zn—i—lzzn—l_l

Twierdzenie:
w=w*xx; 1i=i+1; Dla dowolnego n € N (czyli po wykonaniu n obro-
tow petli) zachodzi

\ J in =nNANw, ="

Dowod:
Przyp. bazowy: 7o =0 A wg =1 wynika z komendy w pierwszym pudetku.

Krok ind.: Zakfadamy
in =N A w, =a" (zatozenie indukcyjne)
Stad
Int1 =1n +1=n4+1 oraz Wpyl] =Wp T =x" - x=2a"

+1



Wyktad 1, str. 14

‘Analiza peth w programie'

Niech w,, 1 2,, — wartosci zmiennych w i i po wykonaniu
i n obrotéw petli, WD/m miejscu programu. Wtedy

UJO:]. 20:0
Wn4+1 — Wnp - X Zn—l—lzzn—l_]-

Twierdzenie:
w=wkx; i=i+1; Dla dowolnego n € N (czyli po wykonaniu n obro-
tow petli) zachodzi

\ J Zn:n/\’wn:l’n

Dowod:
Przyp. bazowy: 7o =0 A wg =1 wynika z komendy w pierwszym pudetku.

Krok ind.: Zakfadamy

in =N A w, =a" (zatozenie indukcyjne)
Stad

ingel = in +1=n-+1 oraz Wpa1 =Wy - T =" -2 = 2"}
wiec zostato wyprowadzone

int1=n+1ANw,y =a"t! (teza indukcyjna)

[]



Wyktad 1, str. 15

‘Analiza pethi w programie'

Udowodniona wtasnos¢ programu: 7, =n A w,, = 2" .



Wyktad 1, str. 15

‘Analiza peth w programie'

Udowodniona wtasnos¢ programu: i, = n A w, =«

n

Wiec program liczy bez konca kolejne potegi x .



Wyktad 1, str. 15

‘Analiza peth w programie'

Udowodniona wtasnos¢ programu: i, = n A w, = x" .

Wiec program liczy bez korica kolejne potegi x . Zeby méc znalezé k-t3
potege, nalezy go zatrzymac, kiedy wartos¢ zmiennej i dojdzie do k:



‘Analiza petli w programie'

Udowodniona wtasnos¢ programu: 7, =n A w,, = 2" .

Wyktad 1, str. 15

Wiec program liczy bez korica kolejne potegi x . Zeby méc znalezé k-t3
potege, nalezy go zatrzymac, kiedy wartos¢ zmiennej i dojdzie do k:

l

l w=1;

1=0;

=1; i=0; ~ >

— _ANEE

izk :>

W=wxxX; 1=1+1; l

K J W=w*x; 1=1+1;

___/




Wyktad 1, str. 16

‘Indukcja matematyczna a programy'

Whiosek:

O dziataniu programoéw
mozna rozumowaC matema-
tycznie.




Wyktad 1, str. 16

‘Indukcja matematyczna a programy'

Whiosek:

O dziataniu programoéw
mozna rozumowaC matema-
tycznie.

Gtéwnym narzedziem inte-
lektualnym jest w tym induk-
cja matematyczna.




Wyktad 1, str.17

‘Analiza trudniejszej thIiI

w=1; a=x; 1=k;
f >
Y

i>0 | i==0 )
Y

( 1 parzyste |i nieparzyste )

l l

a=a*a; i=i/2; | |w=w*a; i=i-1;

Ty




Wyktad 1, str.17

‘Analiza trudniejszej thIiI

l "
agp — T
w=1; a=x; 1i=k; io =k
f >
Y

i>0 | i==0 )
Y

( 1 parzyste |i nieparzyste )

l l

a=a*a; i=i/2; | |w=w*a; i=i-1;

Ty




‘Analiza trudniejszej thIiI

l

w=1; a=x;

1=k;

-
Y

1>0

i==0 )

Y

<: 1 parzyste

i nieparzyste )

'

l

a=a*a; 1i=1i/2;

W=w*a;

i

1-1;

T

Wyktad 1, str.17

Wy —
ao X
10 =k

jesli 7,, parzyste:
Wp4+1 — Wnp
Ap4+1 — Up-Ap
Z.n—|—1 — Zn/z



‘Analiza trudniejszej thIiI

w=1; a=x; 1=k;

1>0 | 1i== :)

Y

<: 1 parzyste

i nieparzyste )

'

l

a=a*a; 1i=1i/2;

w=w*a; 1=1-1;

&

|

Wyktad 1, str.17

U}O:l
agp — T
10 =k

jesli 7,, parzyste:
Wp4+1 — Wnp
Ap4+1 — Up-Ap
2.n—|—1 — Zn/2

jesli 7,, nieparzyste:
Wnp4+1 — Wy -Up
Ap+1 — Un
Il = by — 1



Wyktad 1, str. 17

‘Analiza trudniejszej pqtli'

l Wy — 1
agp — T
w=1; a=x; 1=k; io =k
> <
4 y jesli 7, parzyste:
1>0 | 1== > Wn+4+1 — Wy
Ap4+1 — Qp-Qp
Y Z.n—{—l — Zn/2
( 1 parzyste |i nieparzyste )
jesli 7,, nieparzyste:
l l Wp41 — Wy Qp
a=axa; i=1i/2; | |w=w*a; i=i-1; Ap+1 = Qp
lpil = 1y — 1
\_ > Y

Twierdzenie: W tym miejscu prograthu w,, - a’» = x



‘Analiza trudniejszej pqtli'

w=1; a=x; 1=k;

e "1
Y
1i>0 | i== :>
Y
( 1 parzyste |i nieparzyste )
a=axa; i=1i/2; | |w=w*a; i=i-1;
\— >

Twierdzenie:

Whiosek:

Y

W tym miejscu prograrhu w,,

a = I
n

Wyktad 1, str. 17

Wy —
ao X
10 = k

jesli 7, parzyste:
Wnp41 — Wnp
Ap4+1 — Up-Ap
Z.n—{—l — Zn/2

jesli 7, nieparzyste:
Wp4+1 — Wy Qp
Ap+1 — Qp
bl = 1y — 1

k

Wiec, jesli i, = 0, to w,, = 2* — program liczy potegi.



Wyktad 1, str. 18

‘Analiza trudniejszej pqtli'

Twierdzenie:
Zatozmy, ze

jesli 1,, jest parzyste, to
wo = 1 Wpy1 = Wn 5 Op41 = ApUp 5 Ing1 = Z71/2
Qg = T oraz <
o = k jesli i, jest nieparzyste, to
X Wp4+1 — WpQp , Apyl = Up 5 Ingyl — In — 1

Wtedy dla kazdego n € N zachodzi w, - a» = z* .



Wyktad 1, str. 18

‘Analiza trudniejszej pqtli'

Twierdzenie:
Zalozmy, ze

jesli 1,, jest parzyste, to
Wo = 1 Wp41 — Wp 5 Up41 — Ap Ay 5 g1 — Z77,/2
Qg = T oraz <
o = k jesli 7,, jest nieparzyste, to
X Wn4+1 — WpUp , Apyl — Up 5 Ingpl = Ip — 1

Wtedy dla kazdego n € N zachodzi w, - a'» = z* .
Dowod:

Przyp. bazowy: wy - a0 = z*



Wyktad 1, str. 18

‘Analiza trudniejszej pqtli'

Twierdzenie:
Zalozmy, ze

jesli 1,, jest parzyste, to
Wo = 1 Wp41 — Wp 5 Up41 — Ap Ay 5 g1 — Z77,/2
Qg = T oraz <
o = k jesli 7,, jest nieparzyste, to
X Wn4+1 — WpUp , Apyl — Up 5 Ingpl = Ip — 1

Wtedy dla kazdego n € N zachodzi w, - a'» = z* .
Dowod:
Przyp. bazowy: wy - a0 = z*

sprowadza sie do 1 - 2% = z*, ktére jest oczywiste.



Wyktad 1, str. 18

‘Analiza trudniejszej pqtli'

Twierdzenie:
Zalozmy, ze

jesli 1,, jest parzyste, to
Wo = 1 Wp4+1 — Wy 5 Upy1 = Ap Ay Z.n—l—l — Z77,/2
Qg = T oraz <
o = k jesli 7,, jest nieparzyste, to
X Wp4+1 — W Qp , Apy1 — Ap Z.n—l—l =1, — 1

Wtedy dla kazdego n € N zachodzi w, - a'» = z* .
Dowadd:

Przyp. bazowy: wy - a0 = z*

sprowadza sie do 1 - 2% = z*, ktére jest oczywiste.

Krok indukc.



Wyktad 1, str. 18

‘Analiza trudniejszej pqtli'

Twierdzenie:
Zatozmy, ze

jesli 1,, jest parzyste, to
Wo = 1 Wp41 — Wp 5 Up41 — Ap Ay 5 g1 — Z77,/2
Qg = T oraz <
o = k jesli 7,, jest nieparzyste, to
X Wn4+1 — WpUp , Apyl — Up 5 Ingpl = Ip — 1

Wtedy dla kazdego n € N zachodzi w, - a'» = z* .
Dowod:
Przyp. bazowy: wy - a0 = z*

sprowadza sie do 1 - 2% = z*, ktére jest oczywiste.

Krok indukc.: zat.: w, - a'» = 2*



Wyktad 1, str. 18

‘Analiza trudniejszej pqtli'

Twierdzenie:
Zatozmy, ze

jesli 1,, jest parzyste, to
Wo = 1 Wp41 — Wp 5 Up41 — Ap Ay 5 g1 — Z77,/2
Qg = T oraz <
o = k jesli 7,, jest nieparzyste, to
X Wn4+1 — WpUp , Apyl — Up 5 Ingpl = Ip — 1

Wtedy dla kazdego n € N zachodzi w, - a'» = z* .
Dowod:
Przyp. bazowy: wy - a0 = z*

sprowadza sie do 1 - 2% = z*, ktére jest oczywiste.

. ) = s/ -TL 7
Krok indukc.: zat.: w, - a'» = ¥, trzeba dowie$¢: w,, 1 - a,"f} = a”



Wyktad 1, str. 18

‘Analiza trudniejszej pqtli'

Twierdzenie:

Zatozmy, ze

Y,U()Zl
g — T
190 =k

oraz

9

\

jesli 1,, jest parzyste, to
Wn4+1 — Wy 5 Opy1 = Ap Uy 5 Inyl — Z77,/2

jesli 1,, jest nieparzyste, to
Wn4+1 — WpUp , Apyl — Up 5 Ingpl = Ip — 1

Wtedy dla kazdego n € N zachodzi w, - a'» = z* .

Dowod:

o ?
Przyp. bazowy: wy - af = x*

sprowadza sie do 1 - 2% = z*, ktére jest oczywiste.

. Y - s/ -TL 7
Krok indukc.: zat.: w,, - a'» = 2", trzeba dowie$é: w,.1 - a," &

n—+1 — X

in—i—l

Przyp. 1,, parzyste: wy41 - a,



Wyktad 1, str. 18

‘Analiza trudniejszej pqtli'

Twierdzenie:
Zalozmy, ze

jesli 1,, jest parzyste, to
Wo = 1 Wp41 — Wp 5 Up41 — Ap Ay 5 g1 — Z77,/2
Qg = T oraz <
o = k jesli 7,, jest nieparzyste, to
X Wn4+1 — WpUp , Apyl — Up 5 Ingpl = Ip — 1

Wtedy dla kazdego n € N zachodzi w, - a'» = z* .
Dowod:
Przyp. bazowy: wy - a0 = z*

. ? , . .
sprowadza sie do 1 - 2% = ¥, ktére jest oczywiste.
Krok indukc.: zat - in _ .k ba dowieéé: int1 Lk
rOK Indukc.: zaf.: w, - a,’ = T, trzeba dowiesC. Wy 1 - Uy, = &

Przyp. i, parzyste: w, 1 - a," ] = w, - (a,-a,)"/>



Wyktad 1, str. 18

‘Analiza trudniejszej pqtli'

Twierdzenie:
Zatozmy, ze

jesli 1,, jest parzyste, to
Wo = 1 Wp41 — Wp 5 Up41 — Ap Ay 5 g1 — Z77,/2
Qg = T oraz <
o = k jesli 7,, jest nieparzyste, to
X Wn4+1 — WpUp , Apyl — Up 5 Ingpl = Ip — 1

Wtedy dla kazdego n € N zachodzi w, - a'» = z* .
Dowod:
Przyp. bazowy: wy - a0 = z*

. ? , . .
sprowadza sie do 1 - 2% = ¥, ktére jest oczywiste.
Krok indukc.: zat - in _ .k ba dowieéé: int1 Lk
rOK Indukc.: zaf.: w, - a,’ = T, trzeba dowiesC. Wy 1 - Uy, = &

. . Zn—|—1 - "n, 2 J— "I’L
Przyp. i,, parzyste: w1 - a, | = W, - (ay-a,)’ /2 = w, - a



Wyktad 1, str. 18

‘Analiza trudniejszej pqtli'

Twierdzenie:
Zatozmy, ze

jesli 1,, jest parzyste, to
Wo = 1 Wp41 — Wp 5 Up41 — Ap Ay, Ing1 — Z77,/2
Qg = T oraz <
o = k jesli 1,, jest nieparzyste, to
X Wn4+1 — WpQp , Apyl = Up 5 Ingpl = Ip — 1

Wtedy dla kazdego n € N zachodzi w, - a'» = z* .
Dowod:
Przyp. bazowy: wy - a0 = z*

. ? , . .
sprowadza sie do 1 - 2% = ¥, ktére jest oczywiste.
Krok indukc.: zat - in — ok ba dowieéé: int1 Lk
rOK Indukc.: zaf.: w, - a,’ = T, trzeba dowiesC. Wy 1 - A, 1 = &

Przyp. i, parzyste: w,.1 - a1 = w, - (Qn-ap)™/? = w,, - air = F



Wyktad 1, str. 18

‘Analiza trudniejszej pqtli'

Twierdzenie:
Zatozmy, ze

jesli 1,, jest parzyste, to
Wo = 1 Wp41 — Wp 5 Up41 — Ap Ay, Ing1 — Z77,/2
Qg = T oraz <
o = k jesli 1,, jest nieparzyste, to
X Wn4+1 — WpQp , Apyl = Up 5 Ingpl = Ip — 1

Wtedy dla kazdego n € N zachodzi w, - a'» = z* .
Dowod:
Przyp. bazowy: wy - a0 = z*

. ? , . .
sprowadza sie do 1 - 2% = ¥, ktére jest oczywiste.
Krok indukc.: zat - in — ok ba dowieéé: int1 Lk
rOK Indukc.: zaf.: w, - a,’ = T, trzeba dowiesC. Wy 1 - A, 1 = &

Przyp. i, parzyste: w,.1 - a1 = w, - (Qn-ap)™/? = w,, - air = F
Przyp. i,, nieparzyste:
In+1
Wp41 ° Qpgq



Wyktad 1, str. 18

‘Analiza trudniejszej pqtli'

Twierdzenie:
Zatozmy, ze

jesli 1,, jest parzyste, to
Wo = 1 Wp41 — Wp 5 Up41 — Ap Ay, Ing1 — Z77,/2
Qg = T oraz <
o = k jesli 1,, jest nieparzyste, to
X Wn4+1 — WpQp , Apyl = Up 5 Ingpl = Ip — 1

Wtedy dla kazdego n € N zachodzi w, - a'» = z* .
Dowod:
Przyp. bazowy: wy - a0 = z*

sprowadza sie do 1 - 2% = z*, ktére jest oczywiste.

. ) = s/ .’)’L ?
Krok indukc.: zat.: w, - a'» = ¥, trzeba dowie$¢: w,, 1 - a,"f} = a”

Przyp. i, parzyste: w,.1 - a1 = w, - (Qn-ap)™/? = w,, - air = F
Przyp. i,, nieparzyste:

In+1

wn_|_1 . an+1 — (wnan) . a;n—l



Wyktad 1, str. 18

‘Analiza trudniejszej pqtli'

Twierdzenie:
Zatozmy, ze

jesli 1,, jest parzyste, to
Wo = 1 Wp41 — Wp 5 Up41 — Ap Ay, Ing1 — Z77,/2
Qg = T oraz <
o = k jesli 1,, jest nieparzyste, to
X Wn4+1 — WpQp , Apyl = Up 5 Ingpl = Ip — 1

Wtedy dla kazdego n € N zachodzi w, - a'» = z* .
Dowod:
Przyp. bazowy: wy - a0 = z*

sprowadza sie do 1 - 2% = z*, ktére jest oczywiste.

. ) = s/ .’)’L ?
Krok indukc.: zat.: w, - a'» = ¥, trzeba dowie$¢: w,, 1 - a,"f} = a”

Przyp. i, parzyste: w,.1 - a1 = w, - (Qn-ap)™/? = w,, - air = F
Przyp. i,, nieparzyste:
tn+1 1

Wit At = (W) - a2~ = wy, - (ay a7 ™)



Wyktad 1, str. 18

‘Analiza trudniejszej pqtli'

Twierdzenie:
Zatozmy, ze

jesli 1,, jest parzyste, to
Wo = 1 Wp41 — Wp 5 Up41 — Ap Ay, Ing1 — Z77,/2
Qg = T oraz <
o = k jesli 1,, jest nieparzyste, to
X Wn4+1 — WpQp , Apyl = Up 5 Ingpl = Ip — 1

Wtedy dla kazdego n € N zachodzi w, - a'» = z* .

Dowod:

o 7
Przyp. bazowy: wy - a) = x"

sprowadza sie do 1 - 2% = z*, ktére jest oczywiste.

. ) = s/ .’)’L ?
Krok indukc.: zat.: w, - a'» = ¥, trzeba dowie$¢: w,, 1 - a,"f} = a”

Przyp. i, parzyste: w,.1 - a1 = w, - (Qn-ap)™/? = w,, - air = F
Przyp. i,, nieparzyste:
tn+1 1

W1 - = (wn-an) - ™ = 1w, (a0l ™) = w, - ar



Wyktad 1, str. 18

‘Analiza trudniejszej pqtli'

Twierdzenie:
Zatozmy, ze

jesli 1,, jest parzyste, to
Wo = 1 Wp41 — Wp 5 Up41 — Ap Ay, Ing1 — Z77,/2
Qg = T oraz <
o = k jesli 1,, jest nieparzyste, to
X Wn4+1 — WpQp , Apyl = Up 5 Ingpl = Ip — 1

Wtedy dla kazdego n € N zachodzi w, - a'» = z* .

Dowod:

o 7
Przyp. bazowy: wy - a) = x"

sprowadza sie do 1 - 2% = z*, ktére jest oczywiste.

. ) = s/ .’)’L ?
Krok indukc.: zat.: w, - a'» = ¥, trzeba dowie$¢: w,, 1 - a,"f} = a”

Przyp. i, parzyste: w,.1 - a1 = w, - (Qn-ap)™/? = w,, - air = F

Przyp. i,, nieparzyste:
in—l—l 1

Wit Gt = (Wp-ay) - an ™t = wy, - (ay-a»™ ) =w, -al» = x

[]



Wyktad 1, str. 19

‘Poréwnanie dziatania programadw potegujqcych'

Potegowanie proste (przyktad):

212



Wyktad 1, str. 19

‘Poréwnanie dziatania programadw potegujqcych'

Potegowanie proste (przyktad):

212 — 2.211



Wyktad 1, str. 19

‘Poréwnanie dziatania programadw potegujqcych'

Potegowanie proste (przyktad):

212: 2.211 _ 4.210



Wyktad 1, str. 19

‘Poréwnanie dziatania programadw potegujqcych'

Potegowanie proste (przyktad):

212 = 2.9l — 4.910 — g.99



Wyktad 1, str. 19

‘Poréwnanie dziatania programadw potegujqcych'

Potegowanie proste (przyktad):

212: 2.211 — 4.210 — 829
= 1628



Wyktad 1, str. 19

‘Poréwnanie dziatania programadw potegujqcych'

Potegowanie proste (przyktad):

212: 2.211 — 4.210 — 829
16-28 = 32.27



Wyktad 1, str. 19

‘Poréwnanie dziatania programadw potegujqcych'

Potegowanie proste (przyktad):

212: 2.211 — 4.210 — 829
16-28 = 32.27 = 64-2°



Wyktad 1, str. 19

‘Poréwnanie dziatania programadw potegujqcych'

Potegowanie proste (przyktad):

212 = 2.9l — 4.910 — g.99
16-25 = 32.27 = 64-2
128 - 2°



Wyktad 1, str. 19

‘Poréwnanie dziatania programadw potegujqcych'

Potegowanie proste (przyktad):

212 = 2.9l — 4.910 — g.99
16-2% = 32.27 = 64-2
12825 = 256 - 24



Wyktad 1, str. 19

‘Poréwnanie dziatania programadw potegujqcych'

Potegowanie proste (przyktad):

212: 2.211 — 4.210 829
16 - 28 32. 27 64 - 20
128 -2° = 256-2* = 512.23



Wyktad 1, str. 19

‘Poréwnanie dziatania programadw potegujqcych'

Potegowanie proste (przyktad):

212: 2.211 — 4.210 829
16 - 2° 3227 64 - 2°
= 128-2° = 256-2% = 512-2°
1024 - 2°



Wyktad 1, str. 19

‘Poréwnanie dziatania programadw potegujqcych'

Potegowanie proste (przyktad):

212: 2.211 — 4.210 — 829
16 - 2° 3227 64 - 2°
= 128-2° = 256-2* = 512.2°
1024 - 2% = 2048 - 21



Wyktad 1, str. 19

‘Poréwnanie dziatania programadw potegujqcych'

Potegowanie proste (przyktad):

212: 2.211 — 4.210 — 829
16 - 2° 3227 64 - 2°
= 128-2° = 256-2* = 512.2°
1024 - 22 = 2048 - 2! = 4196 - 2V



Wyktad 1, str. 19

‘Poréwnanie dziatania programadw potegujqcych'

Potegowanie proste (przyktad):

212: 2.211 — 4.210 — 829
16 - 2° 3227 64 - 2°
= 128-2° = 256-2* = 512.2°
= 1024 - 22 = 2048 - 2! = 4196 - 2"
4196



Wyktad 1, str. 19

‘Poréwnanie dziatania programadw potegujqcych'

Potegowanie proste (przyktad):

212: 2.211 — 4.210 — 829
16 - 2° 3227 64 - 2°
= 128-2° = 256-2* = 512.2°
= 1024 - 22 = 2048 - 2! = 4196 - 2"
4196

(11 mnozen. . .)



Wyktad 1, str. 19

‘Poréwnanie dziatania programodw potegujqcych'

Potegowanie proste (przyktad):

212: 2.211 — 4.210 — 829
16 - 2° 3227 64 - 2°
= 128-2° = 256-2* = 512.2°
= 1024 - 22 = 2048 - 2! = 4196 - 2"
4196

Potegowanie binarne (przyktad):

212

(11 mnozen. . .)



Wyktad 1, str. 19

‘Poréwnanie dziatania programodw potegujqcych'

Potegowanie proste (przyktad):

212: 2.211 — 4.210 — 829
16 - 2° 3227 64 - 2°
= 128-2° = 256-2* = 512.2°
= 1024 - 22 = 2048 - 2! = 4196 - 2"
4196

Potegowanie binarne (przyktad):

212 — 1. 212

(11 mnozen. . .)



Wyktad 1, str. 19

‘Poréwnanie dziatania programodw potegujqcych'

Potegowanie proste (przyktad):

212: 2.211 — 4.210 — 829
16 - 2° 3227 64 - 2°
= 128-2° = 256-2* = 512.2°
= 1024 - 22 = 2048 - 2! = 4196 - 2"
4196

Potegowanie binarne (przyktad):

212 = 1.212 = 1.4

(11 mnozen. . .)



Wyktad 1, str. 19

‘Poréwnanie dziatania programodw potegujqcych'

Potegowanie proste (przyktad):

212: 2.211 — 4.210 — 829
16 - 2° 3227 64 - 2°
= 128-2° = 256-2* = 512.2°
= 1024 - 22 = 2048 - 2! = 4196 - 2"
4196

Potegowanie binarne (przyktad):

212 = 1.212 = 1.4 = 1.16°

(11 mnozen. . .)



Wyktad 1, str. 19

‘Poréwnanie dziatania programodw potegujqcych'

Potegowanie proste (przyktad):

212: 2.211 — 4.210 — 829
16 - 2° 3227 64 - 2°
= 128-2° = 256-2* = 512.2°
= 1024 - 22 = 2048 - 2! = 4196 - 2"
4196

Potegowanie binarne (przyktad):

212 = 1.212 = 1.45 = 1.16°
=16 - 167

(11 mnozen. . .)



Wyktad 1, str. 19

‘Poréwnanie dziatania programodw potegujqcych'

Potegowanie proste (przyktad):

212: 2.211 — 4.210 — 829
16 - 2° 3227 64 - 2°
= 128-2° = 256-2* = 512.2°
= 1024 - 22 = 2048 - 2! = 4196 - 2"
4196

Potegowanie binarne (przyktad):

212 = 1.2 = 1.4 = 1.16°
= 16 - 16* = 16 - 256°

(11 mnozen. . .)



Wyktad 1, str. 19

‘Poréwnanie dziatania programodw potegujqcych'

Potegowanie proste (przyktad):

212: 2.211 — 4.210 — 829
16 - 2° 3227 64 - 2°
= 128-2° = 256-2* = 512.2°
= 1024 - 22 = 2048 - 2! = 4196 - 2"
4196

Potegowanie binarne (przyktad):

212 = 1.212 = 1.4 = 1.16°

= 16-16* = 16 - 256" = 4196 - 256"

(11 mnozen. . .)



Wyktad 1, str. 19

‘Poréwnanie dziatania programodw potegujqcych'

Potegowanie proste (przyktad):

212: 2.211 — 4.210 — 829
16 - 2° 3227 64 - 2°
= 128-2° = 256-2* = 512.2°
= 1024 - 22 = 2048 - 2! = 4196 - 2"
4196

Potegowanie binarne (przyktad):

212 1-212 = 1.45 = 1.16°

4196

16 - 16° = 16 - 256 = 4196 - 256"

(11 mnozen. . .)



Wyktad 1, str. 19

‘Poréwnanie dziatania programodw potqgujqcych'

Potegowanie proste (przyktad):

212: 2.211 — 4.210 — 829
16 - 2° 3227 64 - 2°
= 128-2° = 256-2* = 512.2°
= 1024 - 22 = 2048 - 2! = 4196 - 2"
4196

Potegowanie binarne (przyktad):

212 1-212 = 1.45 = 1.16°

4196

16 - 16° = 16 - 256 = 4196 - 256"

(11 mnozen. . .)

(5 mnozen. . .)



