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Wyktad 2, str. 1

‘ Indukcja zupe’(na'

Vo (Veen P(k) = P(n))
v, P(n)

(réwnowazna zwyktej)

Twierdzenie: Kazdg liczbe naturalna mozna zapisa¢ w uktadzie dwojkowym



Wyktad 2, str. 1

‘Indukcja zupe’maI

Vn (Ve<n P(k) = P(n))
v, P(n)

(réwnowazna zwyktej)

Twierdzenie: Kazda liczbe naturalna mozna zapisa¢ w uktadzie dwojkowym;
czyli dla kazdego n € N istnieje takie k € N (liczba bitéw) oraz takie
bo,b1,...,bp_1 € {0, 1} (kolejne bjty), ze

k—1
1=0



Wyktad 2, str. 1

‘Indukcja zupe’maI

Vo (Veen P(k) = P(n))
vy, P(n)

(réwnowazna zwyktej)

Twierdzenie: Kazda liczbe naturalna mozna zapisa¢ w uktadzie dwojkowym;
czyli dla kazdego n € N istnieje takie k € N (liczba bitow) oraz takie
bo,b1,...,bp_1 € {0, 1} (kolejne bjty), ze

k—1
1=0

Dowadd:

Przypadek n =0 lubn =1
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‘Indukcja zupe’maI

Vo (Veen P(k) = P(n))
vy, P(n)

(réwnowazna zwyktej)

Twierdzenie: Kazda liczbe naturalna mozna zapisa¢ w uktadzie dwojkowym;
czyli dla kazdego n € N istnieje takie k € N (liczba bitow) oraz takie
bo,b1,...,bp_1 € {0, 1} (kolejne bjty), ze

k—1
1=0

Dowadd:

Przypadek n =0lubn=1: 0=0-2" a 1 =1.2¢
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‘Indukcja zupe’maI

Vn (Ve<n P(k) = P(n))
v, P(n)

(réwnowazna zwyktej)

Twierdzenie: Kazda liczbe naturalna mozna zapisa¢ w uktadzie dwojkowym;
czyli dla kazdego n € N istnieje takie k € N (liczba bitéw) oraz takie
bo,b1,...,bp_1 € {0, 1} (kolejne bjty), ze

k—1
1=0

Dowod:
Przypadek n =0 lubn=1: 0=0-2" a 1=1.2Y
Przypadek n > 2
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‘Indukcja zupe’maI

Vn (Vi<n P(k) = P(n))
Vo, P(n)

(rébwnowazna zwyktej)

Twierdzenie: Kazda liczbe naturalna mozna zapisa¢ w uktadzie dwojkowym;
czyli dla kazdego n € N istnieje takie k € N (liczba bitéw) oraz takie
bo,b1,...,bp_1 € {0,1} (kolejne bity), ze

k—1
1=0

Dowod:
Przypadek n =0lubn=1: 0=0-2" a 1=1-2"
Przypadek n > 2: wtedy iloraz catkowity n/2 <n
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‘Indukcja zupe’maI

Vo (Veen P(k) = P(n))
v, P(n)

(réwnowazna zwyktej)

Twierdzenie: Kazda liczbe naturalng mozna zapisa¢ w ukladzie dwoéjkowym;
czyli dla kazdego n € N istnieje takie k € N (liczba bitow) oraz takie
bo,b1,...,bp_1 € {0, 1} (kolejne bjty), ze

k—1
1=0

Dowad:
Przypadek n =0lubn=1: 0=0-2° a 1 =1.2¢
Przypadek n > 2: wtedy iloraz catkowity n/2 < n , wiec z zat.ind.:

n/2 =" 1b;-2
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‘Indukcja zupe’maI

Vn (Vi<n P(k) = P(n))
Vo, P(n)

(rébwnowazna zwyktej)

Twierdzenie: Kazda liczbe naturalna mozna zapisa¢ w uktadzie dwojkowym;
czyli dla kazdego n € N istnieje takie k € N (liczba bitéw) oraz takie
bo, bl, Ceey bk—l < {0, 1} (kolejne bjty), ze

k—1
1=0

Dowad:
Przypadek n =0 lubn=1: 0=0-2 a 1=1.2Y
Przypadek n > 2: wtedy iloraz catkowity n/2 < n , wiec z zat.ind.:
k—1 i
n/2 — Zz’:() bz2 I’eSfta
przy tym n = (n/2)-24+n%2 i n%2 e {0,1}
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‘Indukcja zupe’maI

Vn (Ve<n P(k) = P(n))
v, P(n)

(réwnowazna zwyktej)

Twierdzenie: Kazda liczbe naturalna mozna zapisa¢ w uktadzie dwojkowym;
czyli dla kazdego n € N istnieje takie k € N (liczba bitéw) oraz takie
bo,b1,...,bp_1 € {0, 1} (kolejne bjty), ze

k—1
1=0

Dowad:
Przypadek n =0 lubn=1: 0=0-2 a 1=1-2°
Przypadek n > 2: wtedy iloraz catkowity n/2 < n , wiec z zat.ind.:
k—1 i
n/2 — Zz’:() bz2 I’eSfta
przy tym n = (n/2)-24+n%2 i n%2 € {0,1} , wiec
n o= (3250 bi-29)-2 4+ n%2
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‘Indukcja zupe’maI

Vn (Ve<n P(k) = P(n))
v, P(n)

(réwnowazna zwyktej)

Twierdzenie: Kazda liczbe naturalna mozna zapisa¢ w uktadzie dwojkowym;
czyli dla kazdego n € N istnieje takie k € N (liczba bitéw) oraz takie
bo,b1,...,bp_1 € {0, 1} (kolejne bjty), ze

k—1
1=0

Dowad:
Przypadek n =0 lubn=1: 0=0-2 a 1=1-2°
Przypadek n > 2: wtedy iloraz catkowity n/2 < n , wiec z zat.ind.:
nj2=Y 5y b2 e
przy tym n = (n/2)-24+n%2 i n%2 € {0,1} , wiec
no= (350 bi- 2024 n%2 = S50 b2t 4 n%2



Wyktad 2, str. 1

‘Indukcja zupe’maI

Vn (Ve<n P(k) = P(n))
v, P(n)

(réwnowazna zwyktej)

Twierdzenie: Kazda liczbe naturalna mozna zapisa¢ w uktadzie dwojkowym;
czyli dla kazdego n € N istnieje takie k € N (liczba bitéw) oraz takie
bo,b1,...,bp_1 € {0, 1} (kolejne bjty), ze

k—1
1=0

Dowad:
Przypadek n =0 lubn=1: 0=0-2 a 1=1-2°
Przypadek n > 2: wtedy iloraz catkowity n/2 < n , wiec z zat.ind.:
nj2=Y 5y b2 e
przy tym n = (n/2)-24+n%2 i n%2 € {0,1} , wiec
no= (350 bi- 2024 n%2 = S50 b2t 4 n%2

= S b-20 4 %2
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‘Indukcja zupe’maI

Vn (Ve<n P(k) = P(n))
v, P(n)

(réwnowazna zwykte))

Twierdzenie: Kazda liczbe naturalna mozna zapisa¢ w uktadzie dwojkowym;
czyli dla kazdego n € N istnieje takie k € N (liczba bitéw) oraz takie
bo,b1,...,bp_1 € {0, 1} (kolejne bjty), ze

k—1
1=0

Dowad:
Przypadek n =0 lubn=1: 0=0-2 a 1=1-2°
Przypadek n > 2: wtedy iloraz catkowity n/2 < n , wiec z zat.ind.:
nj2=Y 5y b2 e
przy tym n = (n/2)-24+n%2 i n%2 € {0,1} , wiec
no= (350 bi- 2024 n%2 = S50 b2t 4 n%2

= SF b2 4 n %2 bl




Wyktad 2, str.2

Tabliczka czekolady: n = a x b kostek. lle trzeba ztaman, zeby
podzieli¢ na osobne kostki?

‘Indukcja zupe’maI




Wyktad 2, str.2

Tabliczka czekolady: n = a x b kostek. lle trzeba ztaman, zeby
podzieli¢ na osobne kostki?

‘Indukcja zupe’maI

Twierdzenie: potrzeba n — 1 ztaman.




Wyktad 2, str.2

‘Indukcja zupe’maI
N T Tabliczka czekolady: = = a x b kostek. lle trzeba ztamafi, zeby
' podzieli¢ na osobne kostki?

Twierdzenie: potrzeba n — 1 ztaman.

Dowod:

Zaft. indukc.: dla dowolnej tabliczki ztozonej z £ < n kostek
potrzeba £ — 1 ztaman




Wyktad 2, str.2

‘Indukcja zupe’maI
N T Tabliczka czekolady: = = a x b kostek. lle trzeba ztamafi, zeby
' podzieli¢ na osobne kostki?

Twierdzenie: potrzeba n — 1 ztaman.

Dowod:

Zaft. indukc.: dla dowolnej tabliczki ztozonej z £ < n kostek
potrzeba £ — 1 ztaman

Teza indukc.: dla tabliczki ztozonej z n kostek potrzeba
n — 1 ztaman




Wyktad 2, str.2

‘Indukcja zupe’maI
B ) T Tabliczka czekolady: = = a x b kostek. lle trzeba ztamafi, zeby
' podzieli¢ na osobne kostki?

Twierdzenie: potrzeba n — 1 ztaman.

Dowod:

Zaft. indukc.: dla dowolnej tabliczki ztozonej z £ < n kostek
potrzeba £ — 1 ztaman

Teza indukc.: dla tabliczki ztozonej z n kostek potrzeba
n — 1 ztaman

/Za pomocy pierwszego ztamania otrzymujemy
tabliczke o k; kostkach i
tabliczke o ko = n — kq kostkach



Wyktad 2, str.2

‘Indukcja zupe’maI
B T Tabliczka czekolady: n = a x b kostek. lle trzeba ztaman, zeby
' podzieli¢ na osobne kostki?

Twierdzenie: potrzeba n — 1 ztaman.

Dowad:
Zaft. indukc.: dla dowolnej tabliczki ztozonej z £ < n kostek
potrzeba £ — 1 ztaman

Teza indukc.: dla tabliczki ztozonej z n kostek potrzeba
n — 1 ztaman

/Za pomocy pierwszego ztamania otrzymujemy
tabliczke o k; kostkach i
tabliczke o ko = n — kq kostkach

przy tym
ki <moraz ke <n



Wyktad 2, str.2

‘Indukcja zupe’maI
B ) T Tabliczka czekolady: = = a x b kostek. lle trzeba ztamafi, zeby
' podzieli¢ na osobne kostki?

Twierdzenie: potrzeba n — 1 ztaman.

Dowad:
Zaft. indukc.: dla dowolnej tabliczki ztozonej z £ < n kostek
potrzeba £ — 1 ztaman

Teza indukc.: dla tabliczki ztozonej z n kostek potrzeba
n — 1 ztaman

/Za pomocy pierwszego ztamania otrzymujemy
tabliczke o k; kostkach i
tabliczke o ko = n — kq kostkach

przy tym
ki <moraz ke <n

Wobec tego sumaryczna liczba ztaman:

1+ (k1 — 1)+ (k2 — 1)
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‘Indukcja zupe’maI
B ) T Tabliczka czekolady: = = a x b kostek. lle trzeba ztamafi, zeby
' podzieli¢ na osobne kostki?

Twierdzenie: potrzeba n — 1 ztaman.

Dowad:
Zaft. indukc.: dla dowolnej tabliczki ztozonej z £ < n kostek
potrzeba £ — 1 ztaman

Teza indukc.: dla tabliczki ztozonej z n kostek potrzeba
n — 1 ztaman

/Za pomocy pierwszego ztamania otrzymujemy
tabliczke o k; kostkach i
tabliczke o ko = n — kq kostkach
przy tym
ki <moraz ke <n
Wobec tego sumaryczna liczba ztaman:
L+ (kr—1)+ (ke —1) = k1 + k2 —1
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‘Indukcja zupe’maI
B ) T Tabliczka czekolady: = = a x b kostek. lle trzeba ztamafi, zeby
' podzieli¢ na osobne kostki?

Twierdzenie: potrzeba n — 1 ztaman.

Dowad:
Zaft. indukc.: dla dowolnej tabliczki ztozonej z £ < n kostek
potrzeba £ — 1 ztaman

Teza indukc.: dla tabliczki ztozonej z n kostek potrzeba
n — 1 ztaman

/Za pomocy pierwszego ztamania otrzymujemy
tabliczke o k; kostkach i
tabliczke o ko = n — kq kostkach
przy tym
ki <moraz ke <n
Wobec tego sumaryczna liczba ztaman:
1+ (k1 —=1)+(ka—1) = ki+ka—1=mn-1
[l



Wyktad 2, str.3

Sumy kolejnych liczb, ich kwadratow, szeSciandw itp.
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Sumy kolejnych liczb, ich kwadratow, szeSciandw itp.
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Sumy kolejnych liczb, ich kwadratow, szeSciandw itp.
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(K* 4+ 2k4+1) — (k* =2k +1) = 4k
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Sumy kolejnych liczb, ich kwadratow, szeSciandw itp.
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(K* 4+ 2k4+1) — (k* =2k +1) = 4k
czyli

4k = (k+1)% — (k- 1)
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Sumy kolejnych liczb, ich kwadratow, szeSciandw itp.

(k+1)?—(k—1)* = (k*+2k+1) — (k* =2k +1) = 4k
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Sumy kolejnych liczb, ich kwadratow, szeSciandw itp.

(k+1)?—(k—1)* = (k*+2k+1) — (k* =2k +1) = 4k

czyli
4k = (k+1)* — (k—1)*

wiec
4.1 = 2202
4.2 = =i
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Sumy kolejnych liczb, ich kwadratow, szeSciandw itp.

(k+1)?—(k—1)* = (k*+2k+1) — (k* =2k +1) = 4k

czyli
4k = (k+1)* — (k—1)*

wiec
4.1 = 22 _(?
4.2 = 3212
4.3 = 42922



Wyktad 2, str. 3

Sumy kolejnych liczb, ich kwadratow, szeSciandw itp.

(k+1)?—(k—1)* = (k*+2k+1) — (k* =2k +1) = 4k

czyli
4k = (k+1)* — (k—1)*

wiec
4.1 = 222
4.9 = 3212
4.3 = 4% 9%
4.4 = 5232



Wyktad 2, str. 3

Sumy kolejnych liczb, ich kwadratow, szeSciandw itp.

(k+1)?—(k—1)* = (k*+2k+1) — (k* =2k +1) = 4k

czyli
4k = (k+1)* — (k—1)*
wiec
4.1 = 2207
4.2 = 3217
4-3 = 42 922
4.4 = B2
4-(n—2) = (n—1)°—(n — 3)?
4-(n—1) = n?—(n — 2)?
4-n = (n+1)°—(n—1)>?
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Sumy kolejnych liczb, ich kwadratow, szeSciandw itp.

4k = (k+1)* — (k—1)*

wiec

(k* 4+ 2k + 1) —

1

_|_

n

IIM

(k* — 2k + 1)

k”

4k

n—1
L
k=0



Wyktad 2, str. 3

Sumy kolejnych liczb, ich kwadratow, szeSciandw itp.

(k+1)?—(k—1)* = (k*+2k+1) — (k* =2k +1) = 4k

czyli
4k = (k+1)* — (k—1)*
wiec
4.1 = 2207 )
4.2 = 3217
4-3 = 42 922
4.4 = B2
4-(n—2) = (n—1)°—(n — 3)?
4-(n—1) = n?—(n — 2)?
4-n = (n+1)P°—(n-1)7*

n+1 n—1
IBLED LS
k=2 k=0

(n+1)°4+n"—1°—-0°
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Sumy kolejnych liczb, ich kwadratow, szeSciandw itp.

(k+1)?—(k—1)* = (k*+2k+1) — (k* =2k +1) = 4k

czyli
4k = (k+1)* — (k—1)*
wiec
1.1 = 22_02 \ n n+1 n—1
4.2 = 3212 LY k= K =) K
43 — 42_22 k=1 k=2 k=0
4.4 = 5232 = (n+1)°+n"—1°-0°
................................ > pr— 2n2+2n
4-(n—2) = (n—1)°—(n — 3)?
4-(n—1) = n?—(n — 2)?
4-n = (n+1)°—-(n-1)72% )
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Sumy kolejnych liczb, ich kwadratow, szeSciandw itp.

(k+1)?—(k—1)* = (k*+2k+1) — (k* =2k +1) = 4k

czyli
4k = (k+1)* — (k—1)*
wiec
1.1 = 22_02 \ n n+1 n—1
4.2 = 3212 LY k= K =) K
43 — 42_22 k=1 k=2 k=0
4.4 = 5232 = (n+1)°+n"—1°-0°
................................ > pr— 2n2+2n
4-(n—2) = (n—1)°—(n — 3)?
4-(n—1) = n?—(n — 2)? - _ n(n+1)
4-n = (n+1)°—-(n-1)72% ) ’;k_ 2
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Sumy kolejnych liczb, ich kwadratow, szeSciandw itp.

(k+1)?—(k—1)* = (k*+2k+1) — (k* =2k +1) = 4k

czyli
ak = (k+1)% = (k—1)2 Uwaga, kropeczki!
wiec
4.1 = 22—02 ) n n+l n—1
1= g1’ DL B
1.3 — 42_92 k=1 k=2 k=0
4.4 = 5232 = (n+1)°+n° -1 -0
................................ > pr— 2’}”],2—|—2’n,
4-(n—2) = (n—1)°>—(n—3)?
4-(n—1) = n?—(n — 2)? - _ n(n+1)
4-n = (n+1)P°—(n-1)7* Zk— 2




Wyktad 2, str. 4

Sumy kolejnych liczb, ich kwadratow, szeSciandw itp.

/ powodu tych niedodefiniowanych kropeczek, to nie byt porzadny do-
wod, to byt tylko sposob wpadniecia na pomyst.



Wyktad 2, str. 4

Sumy kolejnych liczb, ich kwadratow, szeSciandw itp.

/ powodu tych niedodefiniowanych kropeczek, to nie byt porzadny do-
wod, to byt tylko sposob wpadniecia na pomyst. Teraz trzeba udowodnic:

Twierdzenie: Dla dowolnego n € N zachodzi

" n(n+1)
2k =
k=1 -




Wyktad 2, str. 4

Sumy kolejnych liczb, ich kwadratow, szeSciandw itp.

/ powodu tych niedodefiniowanych kropeczek, to nie byt porzadny do-
wod, to byt tylko sposob wpadniecia na pomyst. Teraz trzeba udowodnic:

Twierdzenie: Dla dowolnego n € N zachodzi
2": L n(n+1)
k=1

2

Dowod:

Przyp. bazowy dla n = 0: oczywiste.



Wyktad 2, str. 4

Sumy kolejnych liczb, ich kwadratow, szeSciandw itp.

/Z powodu tych niedodefiniowanych kropeczek, to nie byt porzadny do-
wod, to byt tylko sposob wpadniecia na pomyst. Teraz trzeba udowodnic:

Twierdzenie Dla dowolnego n € N zachodzi

n(n+ 1)

Dowod:
Przyp. bazowy dla n = 0: oczywiste.

Krok indukcyjny:

zat. indukcyjne: >} _ k = ”<”2+1)

teza indukcyjna: Y71k = (nt1)(nt2)




Wyktad 2, str. 4
Sumy kolejnych liczb, ich kwadratow, szeSciandw itp.

/Z powodu tych niedodefiniowanych kropeczek, to nie byt porzadny do-
wod, to byt tylko sposob wpadniecia na pomyst. Teraz trzeba udowodnic:

Twierdzenie Dla dowolnego n € N zachodzi

Zk n(n+1)

2

Dowod:
Przyp. bazowy dla n = 0: oczywiste.

Krok indukcyjny:
zat. indukcyjne: >} _, k ”<”2+1)

n—l—lk L (n+1)(n+2)
2

teza indukcyjna: ),
L _ En—l—l




Wyktad 2, str. 4
Sumy kolejnych liczb, ich kwadratow, szeSciandw itp.

/Z powodu tych niedodefiniowanych kropeczek, to nie byt porzadny do-
wod, to byt tylko sposob wpadniecia na pomyst. Teraz trzeba udowodnic:

Twierdzenie Dla dowolnego n € N zachodzi

Zk n(n+1)

2

Dowod:
Przyp. bazowy dla n = 0: oczywiste.

Krok indukcyjny:
zat. indukcyjne: >} _, k ”<”2+1)

n—l—lk L (n+1)(n+2)
2

L =Y""k=" k+ (n+1)

teza indukcyjna: ),
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Sumy kolejnych liczb, ich kwadratow, szeSciandw itp.

/Z powodu tych niedodefiniowanych kropeczek, to nie byt porzadny do-
wod, to byt tylko sposob wpadniecia na pomyst. Teraz trzeba udowodnic:

Twierdzenie: Dla dowolnego n € N zachodzi

ik _ n(n+1)
k=1 -

Dowod:
Przyp. bazowy dla n = 0: oczywiste.

Krok indukcyjny:

zat. indukcyjne: 1 k = "r
1 ; (n+1)(n+2)

>
St ik + (n+1)
= w + (n+1)

teza indukcyjna: > 7%




Wyktad 2, str. 4
Sumy kolejnych liczb, ich kwadratow, szeSciandw itp.

/Z powodu tych niedodefiniowanych kropeczek, to nie byt porzadny do-
wod, to byt tylko sposob wpadniecia na pomyst. Teraz trzeba udowodnic:

Twierdzenie: Dla dowolnego n € N zachodzi
i L n(n+1)
k=1

2

Dowod:
Przyp. bazowy dla n = 0: oczywiste.

Krok indukcyjny:
zat. indukcyjne: 1 k = "r

teza indukcyjna: Ak = (“+1)2<“+2)

L=k Ly k+ (n+1)

— w + (TL—I—l) _ n(n+1)—21—2(n—|—1)




Wyktad 2, str. 4
Sumy kolejnych liczb, ich kwadratow, szeSciandw itp.

/Z powodu tych niedodefiniowanych kropeczek, to nie byt porzadny do-
wod, to byt tylko sposob wpadniecia na pomyst. Teraz trzeba udowodnic:

Twierdzenie: Dla dowolnego n € N zachodzi
i L n(n+1)
k=1

2

Dowod:
Przyp. bazowy dla n = 0: oczywiste.

Krok indukcyjny:
zat. indukcyjne: 1 k = "r

teza indukcyjna: Ak = (“+1)2<“+2)

L =Yk L0 k+ (n+1)
n(n2—|—1) 4 (TL—I—l) _ n(n+1)—21—2(n—|—1)

(n+1)(n+2)
2




Wyktad 2, str. 5

Sumy kolejnych liczb, ich kwadratow, szeSciandw itp.




Wyktad 2, str. 5

Sumy kolejnych liczb, ich kwadratow, szeSciandw itp.

(k+1)° —(k—1)° = (K +3k* +3k+1) — (k° —3k* + 3k — 1)



Wyktad 2, str. 5

Sumy kolejnych liczb, ich kwadratow, szeSciandw itp.

(k+1)°—(k—1)° = (k* +3k* +3k+1) — (k* = 3k* +3k — 1) = 6k* +2



Wyktad 2, str. 5
Sumy kolejnych liczb, ich kwadratow, szeSciandw itp.

znjlﬁ — 7

k=1

(k+1)°—=(k—1)° = (K +3k* +3k+1) — (k* = 3k* +3k — 1) = 6k* +2
czyli

6k +2 = (k+1)° — (k—1)?



Wyktad 2, str. 5

Sumy kolejnych liczb, ich kwadratow, szeSciandw itp.

zn:k2 =7

k=1

(k+1)°—(k—-1)7° = (K*+3k*+3k+1)— (k* = 3k* + 3k — 1) = 6k* +2
czyli

6k +2 = (k+1)° — (k—1)°
wiec

6-124+2 = 7 —(F



Wyktad 2, str. 5

Sumy kolejnych liczb, ich kwadratow, szeSciandw itp.

zn:k2 =7

k=1

(k+1)°—(k—-1)7° = (K*+3k*+3k+1)— (k* = 3k* + 3k — 1) = 6k* +2
czyli

6k +2 = (k+1)° — (k—1)°
wiec

N
|

23_ ()3
3313

N
|



Wyktad 2, str. 5

Sumy kolejnych liczb, ich kwadratow, szeSciandw itp.

zn:k2 =7

k=1

(k+1)°—(k—-1)7° = (K*+3k*+3k+1)— (k* = 3k* + 3k — 1) = 6k* +2
czyli

6k +2 = (k+1)° — (k—1)°
wiec

6-1%2+2 7 —(F
6-2%+2 33-1°
6-3°+2 = 43 93



Wyktad 2, str. 5

Sumy kolejnych liczb, ich kwadratow, szeSciandw itp.

zn:k2 =7

k=1

(k+1)°—(k—-1)7° = (K*+3k*+3k+1)— (k* = 3k* + 3k — 1) = 6k* +2
czyli

6k +2 = (k+1)° — (k—1)°
wiec

6-1242 = 2303
62242 = 33—-1°
6-32+2 = 43923
6-42+2 = 5333



Wyktad 2, str. 5

Sumy kolejnych liczb, ich kwadratow, szeSciandw itp.

zn:k2 =7

k=1

(k+1)°—(k—-1)7° = (K*+3k*+3k+1)— (k* = 3k* + 3k — 1) = 6k* +2
czyli

6k +2 = (k+1)° — (k—1)°
wiec

6-1242 = 2303
62242 33—-1°
6 - 3242 43923
6-42+2 = 5333



Wyktad 2, str. 5

Sumy kolejnych liczb, ich kwadratow, szeSciandw itp.

zn:k2 =7

k=1
(k+1)°—(k—-1)7° = (K*+3k*+3k+1)— (k* = 3k* + 3k — 1) = 6k* +2
czyli
6k +2 = (k+1)° — (k—1)°
wiec
6-1°4+2 = 230
62242 3313
6-3°4+2 4393
6442 = 5P g
o .(:n. > .2.).2;.2 o .(;n. - .3._..( - .3.).3



Wyktad 2, str. 5

Sumy kolejnych liczb, ich kwadratow, szeSciandw itp.

zn:k2 =7

k=1
(k+1)°—(k—-1)7° = (K*+3k*+3k+1)— (k* = 3k* + 3k — 1) = 6k* +2
czyli
6k +2 = (k+1)° — (k—1)°
wiec
6-1°42 = 2% 03
6-2°42 1
6-3°4+2 = 4323
6 4242 = 5°—3°
- .(:n. > .2.).2;.2 o .(.n. X .1.).3._..( - .3.).3
6-(n—1)°+2 = n’—(n — 2)°
6-n°4+2 = (n+1)°—(n—1)°



Wyktad 2, str. 5

Sumy kolejnych liczb, ich kwadratow, szeSciandw itp.

zn:k2 =7

k=1
(k+1)°—(k—-1)7° = (K*+3k*+3k+1)— (k* = 3k* + 3k — 1) = 6k* +2
czyli
6k* +2 = (k+1)° - (k—1)3
wiec
n n+1 n—1
6. 1249 — s y 6-) K42n =) K - >k
6 22_|_2 33_13 k=1 k=2 k=0
6-3°4+2 = 4323
6 4242 = 5°—3° >
o 2).2;.2 o .(;n. 3 .1.).3._..( - .3.).3
6-(n—1)°"4+2 = n’—(n — 2)3
6-n°4+2 = (n+1)°—(n—-1)°> )




Wyktad 2, str. 5

Sumy kolejnych liczb, ich kwadratow, szeSciandw itp.

zn:k2 =7

k=1
(k+1)°—(k—-1)7° = (K*+3k*+3k+1)— (k* = 3k* + 3k — 1) = 6k* +2
czyli
6k* +2 = (k+1)° - (k—1)3
wiec
n n+1
6. 1249 — s y 6> K42n =) K - Zk3
6.2°42 = CEE k=1 k=2
63242 = 4393 = (n+1)"+n° =17 =0
6 4242 = 5°—3° >
6.(72.._..2.).2;.2 - ..(;1.!.1.).3._..( ;1“_“3.).3
6-(n—1)°"4+2 = n’—(n — 2)3
6-n°4+2 = (n+1)°—(n—-1)°> )




Wyktad 2, str. 5

Sumy kolejnych liczb, ich kwadratow, szeSciandw itp.

zn:k2 =7

k=1
(k+1)°—(k—-1)7° = (K*+3k*+3k+1)— (k* = 3k* + 3k — 1) = 6k* +2
czyli
6k* +2 = (k+1)° - (k—1)3
wiec
n n—+1 n—1
6. 1249 — s y 6-) K42n =) K - >k
6-2°42 = 2912 k=1 k=2 k=0
6-3°+2 = 4323 = (n+1)°+n*-1°-0°
6-4°+2 = 5°—3° , = 2n° +3n° + 3n
6-(n—2)*4+2 = (n—1)*—(n—3)3
6-(n—1)°"4+2 = n’—(n — 2)3
6-n°+2 = (n+1)°-(n—1)>




Wyktad 2, str. 5

Sumy kolejnych liczb, ich kwadratow, szeSciandw itp.

zn:k2 =7

k=1
(k+1)°—(k—-1)7° = (K*+3k*+3k+1)— (k* = 3k* + 3k — 1) = 6k* +2
czyli
6k* +2 = (k+1)° - (k—1)3
wiec
n n+1 n—1
6. 1249 — s y 6-) K42n =) K - >k
6 22_|_2 — 33_13 k=1 k=2 k=0
6-3242 — 4393 = (n+1)"+n’ —1° -0’
6-4°+2 = 5% —3° \ = 2n° +3n° + 3n
6-(n—2)°+2 = (n—1)°—(n-3)° = n(2n° +3n+1) + 2n
6-(n—1)°"4+2 = n’—(n — 2)3
6-n°4+2 = (n+1)°—(n—-1)°> )




Wyktad 2, str. 5

Sumy kolejnych liczb, ich kwadratow, szeSciandw itp.

zn:k2 =7

6

k=1
(k+1)°—(k—-1)7° = (K*+3k*+3k+1)— (k* = 3k* + 3k — 1) = 6k* +2
czyli
6k* +2 = (k+1)° - (k—1)3
wiec
n n+1 n—1
6. 1249 — s y 6-) K42n =) K - >k
6-2°4+2 = 3313 k=1 k=2 k=0
6-3242 — 4393 = (n+1)"+n’ —1° -0’
6-4°+2 = 5% —3° \ = 2n° +3n° + 3n
6-(n—2)°+2 = (n—1)°—(n-3)° = n(2n° +3n+1) + 2n
6-(n—1)°"4+2 = n’—(n — 2)3 N
6-n°4+2 = (n+1)°—(n—1)° Zk2 _ n(n+1)(2n +1)
k=1



Wyktad 2, str. 5

Sumy kolejnych liczb, ich kwadratow, szeSciandw itp.

zn:k2 =7

k=1
(k+1)°—(k—-1)7° = (K*+3k*+3k+1)— (k* = 3k* + 3k — 1) = 6k* +2
czyli
2 _ 3 o 3 .
6k +2 = (k+ 1) = (k- 1) Uwaga, kropeczkil
wiec
n+1 n—1
6-1242 = 2302 =) K- K
6 22_'_2 — 33_13 k=2 k=0
6-3242 — 4393 = (n+1)"+n’ —1° -0’
6-4°+2 = 573" > = 2n° +3n° +3n
6-(n—2)°+2 = (n—1)°—(n-3)° = n(2n° +3n+1) + 2n
6-(n—1)°"4+2 = n’—(n — 2)3 N
6-n°+2 = (n+1)°—(n—-1>3 SR = n(n +1)(2n + 1)

6

k=1



Wyktad 2, str. 6

Sumy kolejnych liczb, ich kwadratow, szeSciandw itp.

Twierdzenie: Dla dowolnego n € N zachodzi
nin+1)(2n + 1)

2 6




Wyktad 2, str. 6

Sumy kolejnych liczb, ich kwadratow, szeSciandw itp.

Twierdzenie: Dla dowolnego n € N zachodzi

z”: 12 n(n+1)(2n + 1)
k=1 6
Dowadd:

Przyp. bazowy dla n = 0: oczywiste.



Wyktad 2, str. 6

Sumy kolejnych liczb, ich kwadratow, szeSciandw itp.

Twierdzenie: Dla dowolnego n € N zachodzi
nin+1)(2n + 1)

2 6

Dowod:
Przyp. bazowy dla n = 0: oczywiste.

Krok indukcyjny:
zat. indukcyjne: S, k? = "t

teza indukcyjna: Y751 k> = (Hlnd2)Ent)




Wyktad 2, str. 6

Sumy kolejnych liczb, ich kwadratow, szeSciandw itp.

Twierdzenie Dla dowolnego n € N zachodzi
nin+1)(2n+ 1)

2 _
Z’f ;

Dowod:
Przyp. bazowy dla n = 0: oczywiste.

Krok indukcyjny:
zat. indukcyjne: "7 k* = n(n+ 1)6(2““)

n+1 2 L (ndl)(nd2)(@2n+3)
6

teza indukcyjna: >~
[ — En—l—l



Wyktad 2, str. 6

Sumy kolejnych liczb, ich kwadratow, szeSciandw itp.

Twierdzenie Dla dowolnego n € N zachodzi
nin+1)(2n+ 1)

2 _
Z’f ;

Dowod:
Przyp. bazowy dla n = 0: oczywiste.

Krok indukcyjny:
zat. indukcyjne: "7 k* = n(n+ 1)6(2““)

teza indukcyjna: Y751 k> = (Hlnd2)Ent)

[ — En—i—l Zk:l ]{72 i (n_l_l)Q




Wyktad 2, str. 6

Sumy kolejnych liczb, ich kwadratow, szeSciandw itp.

Twierdzenie Dla dowolnego n € N zachodzi
nin+1)(2n+ 1)

2 _
Zk ;

Dowod:
Przyp. bazowy dla n = 0: oczywiste.

Krok indukcyjny:
zat. indukcyjne: S, k? = "l

teza indukcyjna: Sodge £ (i 2)Entd)

= Yk 4+ (n+1)?

_ (n—|—1)6(2n—|—1) 4 (Tl—|—1)2




Wyktad 2, str. 6

Sumy kolejnych liczb, ich kwadratow, szeSciandw itp.

Twierdzenie Dla dowolnego n € N zachodzi
nin+1)(2n+ 1)

2 _
Zk ;

Dowod:
Przyp. bazowy dla n = 0: oczywiste.

Krok indukcyjny:
zat. indukcyjne: S, k? = "l

teza indukcyjna: Sodge £ (i 2)Entd)

= Yk 4+ (n+1)?

(n—|—1)6(2n—|—1) 4 (Tl—|—1)2 _ n(n—|—1)(2n—|—61)—|—6(n—|—1)2




Wyktad 2, str. 6

Sumy kolejnych liczb, ich kwadratow, szeSciandw itp.

Twierdzenie Dla dowolnego n € N zachodzi
nin+1)(2n+ 1)

2 _
Zk ;

Dowod:
Przyp. bazowy dla n = 0: oczywiste.

Krok indukcyjny:
zat. indukcyjne: >°)_ k* = n(n+1)6(2n+1)
teza indukcyjna: > 1 2 k? L (n+1)(nz2)(2n+3)

[ — Zn—l—l /€2 2221 ]{32 i (TL—I—l)Q
(n—|—1)6(2n—|—1) 4 (Tl—|—1)2 _ n(n—|—1)(2n—|—61)—|—6(n—|—1)2
(n+1)(n(2n+1)4+6(n+1))

6




Wyktad 2, str. 6

Sumy kolejnych liczb, ich kwadratow, szeSciandw itp.

Twierdzenie Dla dowolnego n € N zachodzi
nin+1)(2n+ 1)

2 _
Zk ;

Dowod:
Przyp. bazowy dla n = 0: oczywiste.

Krok indukcyjny:
zat. indukcyjne: >°)_ k* = n(n+1)6(2n+1)
teza indukcyjna: > 1 2 k? L (n+1)(n22)(2n+3)

[ — Zn—l—l ]CQ ZZzl ]{32 i (TL—I—l)Q

(n—|—1)6(2n—|—1) 4 (n_|_1)2 _ n(n—|—1)(2n—%1)—|—6(n—|—1)2
(n+1)(n(2n+1)+6(n+1)) __  (n+1)((2n?+n)+(6n+6))

6 6




Wyktad 2, str. 6

Sumy kolejnych liczb, ich kwadratow, szeSciandw itp.

Twierdzenie Dla dowolnego n € N zachodzi
nin+1)(2n+ 1)

2 _
Zk ;

Dowod:
Przyp. bazowy dla n = 0: oczywiste.

Krok indukcyjny:
zat. indukcyjne: S, k? = "l

teza indukcyjna: > 1 2 k? L (n+1)(n22)(2n+3)

[ — Zn—l—l ]CQ ZZzl ]{32 i (TL—I—l)Q

(n—|—1)6(2n—|—1) 4 (n_|_1)2 _ n(n—|—1)(2n—%1)—|—6(n—|—1)2
(n+1)(n(2n+1)+6(n+1)) __  (n+1)((2n?+n)+(6n+6))

6 6

(n+1)(2n2+7n+6)
6




Wyktad 2, str. 6

Sumy kolejnych liczb, ich kwadratow, szeSciandw itp.

Twierdzenie Dla dowolnego n € N zachodzi
nin+1)(2n+ 1)

2 _
Zk ;

Dowod:
Przyp. bazowy dla n = 0: oczywiste.

Krok indukcyjny:
zat. indukcyjne: S, k? = "l

teza indukcyjna: > 1 2 k? L (n+1)(n22)(2n+3)

[ — Zn—l—l ]CQ ZZzl ]{32 i (TL—I—l)Q

(n—|—1)6(2n—|—1) 4 (n_|_1)2 _ n(n—|—1)(2n—%1)—|—6(n—|—1)2
(n+1)(n(2n+1)+6(n+1)) __  (n+1)((2n?+n)+(6n+6))

6 6
(n+1)(2n?2+Tn+6) _  (n+1)(n+2)(2n+3)

6 6




Wyktad 2, str. 7

\ Zbior zbioréw'

Twierdzenie: Dowolny zbior n-elementowy ma 2" réznych podzbiorow.



Wyktad 2, str. 7

\Zbiér zbioréw'

Twierdzenie: Dowolny zbior n-elementowy ma 2" réznych podzbiorow.

Np. zbiér 3-elementowy {0,1,2} ma 2° = 8 podzbioréw:

U 10y {1} {2y 10,1} {0,2} {1,2} {0,1,2;



Wyktad 2, str. 7
\Zbiér zbioréw.
Twierdzenie: Dowolny zbior n-elementowy ma 2" réznych podzbiorow.

Np. zbiér 3-elementowy {0,1,2} ma 2° = 8 podzbioréw:

10y 1y {2y {0,1} {0,2} {1,2} {0,1,2}

Dowadd:

Przyp. bazowy dla n = 0: zbiér 0-elementowy (pusty) ma 2° = 1 podzbiér — siebie
samego.



Wyktad 2, str. 7

\ Zbior zbioréw'

Twierdzenie: Dowolny zbior n-elementowy ma 2" réznych podzbiorow.

Np. zbiér 3-elementowy {0,1,2} ma 2° = 8 podzbioréw:

10y 1y {2y {0,1} {0,2} {1,2} {0,1,2}

Dowadd:

Przyp. bazowy dla n = 0: zbiér 0-elementowy (pusty) ma 2° = 1 podzbiér — siebie
samego.

Krok indukcyjny:

zat. indukcyjne: dowolny zbiér n-elementowy ma 2" podzbioréw
teza indukcyjna: dowolny zbiér n + 1-elementowy ma 2! podzbioréw



Wyktad 2, str. 7

\ Zbior zbioréw'

Twierdzenie: Dowolny zbior n-elementowy ma 2" réznych podzbiorow.

Np. zbiér 3-elementowy {0,1,2} ma 2° = 8 podzbioréw:

10y 1y {2y {0,1} {0,2} {1,2} {0,1,2}

Dowad:
Przyp. bazowy dla n = 0: zbiér 0-elementowy (pusty) ma 2° = 1 podzbiér — siebie
samego.

Krok indukcyjny:

zat. indukcyjne: dowolny zbiér n-elementowy ma 2" podzbioréw
teza indukcyjna: dowolny zbiér n + 1-elementowy ma 2! podzbioréw

Z n+ 1-elementowego zbioru A wyjmijmy jeden element, powiedzmy a.



Wyktad 2, str. 7

\ Zbior zbioréw'

Twierdzenie: Dowolny zbior n-elementowy ma 2" réznych podzbiorow.

Np. zbiér 3-elementowy {0,1,2} ma 2° = 8 podzbioréw:

10y 1y {2y {0,1} {0,2} {1,2} {0,1,2}

Dowadd:

Przyp. bazowy dla n = 0: zbiér 0-elementowy (pusty) ma 2° = 1 podzbiér — siebie
samego.

Krok indukcyjny:

zat. indukcyjne: dowolny zbiér n-elementowy ma 2" podzbioréw
teza indukcyjna: dowolny zbiér n + 1-elementowy ma 2! podzbioréw

Z n+ 1-elementowego zbioru A wyjmijmy jeden element, powiedzmy a. Kazdemu

podzbiorowi pozostatego n-elementowego zbioru A~ {a}, B C A~ {a}, odpowiadaja
dwa rézne podzbiory catego A:

BCA oraz Bu{a} C A



Wyktad 2, str. 7

\ Zbior zbioréw'

Twierdzenie: Dowolny zbior n-elementowy ma 2" réznych podzbiorow.

Np. zbiér 3-elementowy {0,1,2} ma 2° = 8 podzbioréw:

10y 1y {2y {0,1} {0,2} {1,2} {0,1,2}

Dowadd:

Przyp. bazowy dla n = 0: zbiér 0-elementowy (pusty) ma 2° = 1 podzbiér — siebie
samego.

Krok indukcyjny:
zat. indukcyjne: dowolny zbiér n-elementowy ma 2" podzbioréw
teza indukcyjna: dowolny zbiér n + 1-elementowy ma 2! podzbioréw

Z n+ 1-elementowego zbioru A wyjmijmy jeden element, powiedzmy a. Kazdemu
podzbiorowi pozostatego n-elementowego zbioru A~ {a}, B C A~ {a}, odpowiadaja
dwa rézne podzbiory catego A:

BCA oraz Bu{a} C A

Wobec tego zbidér A ma dwukrotnie wiecej podzbioréw niz zbiér A~ {a}



Wyktad 2, str. 7

\ Zbior zbioréw'

Twierdzenie: Dowolny zbior n-elementowy ma 2" réznych podzbiorow.

Np. zbiér 3-elementowy {0,1,2} ma 2° = 8 podzbioréw:

10y 1y {2y {0,1} {0,2} {1,2} {0,1,2}

Dowad:
Przyp. bazowy dla n = 0: zbiér 0-elementowy (pusty) ma 2° = 1 podzbiér — siebie
samego.

Krok indukcyjny:
zat. indukcyjne: dowolny zbiér n-elementowy ma 2" podzbioréw
teza indukcyjna: dowolny zbiér n + 1-elementowy ma 2! podzbioréw

Z n+ 1-elementowego zbioru A wyjmijmy jeden element, powiedzmy a. Kazdemu
podzbiorowi pozostatego n-elementowego zbioru A~ {a}, B C A~ {a}, odpowiadaja
dwa rézne podzbiory catego A:

BCA oraz Bu{a} C A

Wobec tego zbidér A ma dwukrotnie wiecej podzbioréw niz zbiér A~ {a}, czyli ma ich
D2 Q0 = gntl



Wyktad 2, str. 8

‘Gra w zapa’(ki'




Wyktad 2, str. 8

‘Gra w zapa’(ki'

Zasady gry:
1. na stole lezy kupka n zapatek




Wyktad 2, str. 8
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‘Analiza programu: system pucharowy'

int max(int p, int q):

Tablica a:
O 1 e . . p . . . q . . . n_]_n

N——
Po m = max(p,q); mamy:

psm<qg A
Vi(p<i<q:>
tab[i] < tab[m])

Dowad:
Indukcja zupetna ze wzgledu

na q—p.

Whiosek:

Y
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( p==gq1

p<g-l )

A

s = (p+q)/2;

\ 4

ml = max(p,s);

m2 = max(s,q);

Y

Ca[ml] > alm2]|a[ml] < alm2] )

Y

Y

return p;

return ml;

return m2;

Wywotanie max(0,n) wylicza miejsce w tablicy,
gdzie miesci sie jej najwiekszy element.
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Na przyktad:

Q\@c OKNA 1. W!emy, J_ak g.rze.Je piec.
2. Wiemy, jak ziebig okna.

3. Wiemy, ze temperatura w kazdym

centymetrze szeSciennym jest Sred-

nig temperatur w sasiednich centyme-
trach szesciennych.

Jak policzy¢ temperature np. w tym centy-
metrze szeSciennym?
Punkt 3 powyzej:
temperatura w danym punkcie jest znang funkcjg temperatur sgsiadow —
zalezno$¢ rekurencyjna.

Punkty 1 i 2 powyzej: wartosci brzegowe (poczatkowe).
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Twierdzenie: Rozwigzaniem rekurencji

' 0 jesli n =0

a, & 1 jesli n =1 jest  a, = 2+ ()"
| eztenn egli n > 2 3
Dowadd: b
Baza: oy =0 2+(_3%)0_1 — +3__% — % =0
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‘ Inna rekurencja I

Jeszcze nie twierdzenie:

jest a, = 177

Rozwigzaniem rekurencji

0 jesli n =0

A1 +3-Ja?_{+3-Fa,_1+1 jesli n>1

Wyktad 2, str. 13



‘ Inna rekurencja I

Jeszcze nie twierdzenie: Rozwiagzaniem rekurencji

0 jesli n =20

A1 +3- a2 _{+3-a,_1+1 jesli n>1

jest a, = 177

def
a, =

Kilka kolejnych wartosci ciagu a,,:

n = obliczenie a,, wartosé a,,
0 0
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‘ Inna rekurencja I

Jeszcze nie twierdzenie: Rozwiagzaniem rekurencji
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def
a, =
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‘ Inna rekurencja I

Twierdzenie: Rozwigzaniem rekurencji
0

-1 +3- a2 _+3- 3a,_1 +1

jesli n =0

jesli n>1
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‘ Inna rekurencja I

Twierdzenie: Rozwigzaniem rekurencji

- 0 jesli n =0
o { Guoy 30l 43 YA+ jedli n > 1

jest an, = 1’

Dowod:

Przyp.bazowy: oczywisty
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Przyp.bazowy: oczywisty
Krok indukcyjny:

Ay = Ap_1+3-Ja? 1 +3- Fan_1 +1



Wyktad 2, str. 14

‘ Inna rekurencja I

Twierdzenie: Rozwigzaniem rekurencji
{ 0 jesli n =20

def

a, =
A1 +3-Ja?_{+3-a,_1+1 jesli n>1
jest a, = n°
Dowadd:

Przyp.bazowy: oczywisty
Krok indukcyjny:

Ay = Ap_1+3-Ja? 1 +3- Fan_1 +1
= (=1 +3- J(n =12 +3- /(n—1) +1




Wyktad 2, str. 14

‘ Inna rekurencja I

Twierdzenie: Rozwigzaniem rekurencji
{ 0 jesli n =20

def

a, =
A1 +3-Ja?_{+3-a,_1+1 jesli n>1
jest a, = n°
Dowadd:

Przyp.bazowy: oczywisty
Krok indukcyjny:

Ay = Ap_1+3-Ja? 1 +3- Fan_1 +1
= (=17 +3-J(n =12 +3-{(n—1)* +1
= n—-1°4+3-(n—1*+3-(n—1)+1




Wyktad 2, str. 14

‘ Inna rekurencja I

Twierdzenie: Rozwigzaniem rekurencji
{ 0 jesli n =20

def

a, =
A1 +3-Ja?_{+3-a,_1+1 jesli n>1
jest a, = n°
Dowadd:

Przyp.bazowy: oczywisty
Krok indukcyjny:

Ay = Ap_1+3-Ja? 1 +3- Fan_1 +1
= (=17 +3-J(n =12 +3-{(n—1)* +1
= n—-1°4+3-(n—1*+3-(n—1)+1

:nB




