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Wyktad 3, str. 1

‘ Rekurencje liniowe jednorodne'

Definicja:
Rekurencja lintowa jednorodna stopnia k ma postac:

( Co dla n =0
C1 dla n=1
a, def T T T T T AP
Ch_1 dla n=%kF—1
\ di-Qp_1+...+dp-1 Qu_(k—1) T d - Qp_y dla n >k

gdzie Co,C1y...,Ck—1, dl, dg, c. ,dk c R to dane llCZby



Wyktad 3, str. 1

‘ Rekurencje liniowe jednorodne'

Definicja:
Rekurencja lintowa jednorodna stopnia k ma postac:

( Co dla n =0
Cq dla n=1
a, def T T T
Ch_1 dla n=%kF—1
\ di-Qp_q1+...+dp-1"p_(r—1) T dr - Qpy dla n >k

gdzie cg,cq,...,Ch_1, dy,do,...,d, € R to dane liczby.

Tak wiec:

e pierwsze k elementéw ciggu s3 podane (state ¢, cq, ..., cp 1)



Wyktad 3, str. 1

‘ Rekurencje liniowe jednorodne'

Definicja:
Rekurencja lintowa jednorodna stopnia k ma postac:

( Co dla n =0
Cq dla n=1
a,, d:ef Qi e e e e e e e e e e e e e e e e
Ch—1 dla n=%k—1
L di-Qp_1+...+dg1- Apn—(k—1) T di - Qp—p dla n = k

gdzie co,cq,...,Ch_1, dy,do,...,d, € R to dane liczby.

Tak wiec:
e pierwsze k elementdéw ciggu s podane (state ¢, cq,. .., ¢cr 1)

e zaleznosC rekurencyjna jest kombinacja liniowg k& wyrazéw ciggu po-
przedzajacych dany (d;, ds . . ., d;. — podane wspdtczynniki kombinacji
liniowej)



Wyktad 3, str.2

‘ Rekurencje Iiniowe'

Przyktad: (ciag Fibonacciego)

1 dlan=20
a, def 1 dlan=1
Ap—1 + AQp—_2 dla n > 2



Wyktad 3, str.2

‘ Rekurencje liniowe I

Przyktad: (ciag Fibonacciego)

1 dlan =0
a, def 1 dlan=1
a,_1+ a,—_o dlan > 2

To tak, jak gdyby w jakims gatunku ztozonym z osobnikdw czerwonych i zielonych

potomkiem czerwonego byt zawsze
jeden zielony



Wyktad 3, str.2

‘ Rekurencje liniowe I

Przyktad: (ciag Fibonacciego)

1 dlan =0
a, def 1 dlan=1
a,_1+ a,—_o dlan > 2

To tak, jak gdyby w jakims gatunku ztozonym z osobnikdw czerwonych i zielonych

potomkiem czerwonego byt zawsze
jeden zielony

potomkiem zielonego byfa zawsze
para: zielony 1 czerwony



Wyktad 3, str.2

‘ Rekurencje liniowe I

Przyktad: (ciag Fibonacciego)

1 dlan =0
a, % 1 dlan =1
a,_1+ a,—_o dlan > 2

To tak, jak gdyby w jakims gatunku ztozonym z osobnikdw czerwonych i zielonych

potomkiem czerwonego byt zawsze pokolenie 0 | licznos¢: 1
jeden zielony

potomkiem zielonego byfa zawsze
para: zielony 1 czerwony




‘ Rekurencje liniowe I

Przyktad: (ciag Fibonacciego)

1 dlan =0
a, % 1 dlan =1
a,_1+ a,—_o dlan > 2

Wyktad 3, str.2

To tak, jak gdyby w jakims gatunku ztozonym z osobnikdw czerwonych i zielonych

potomkiem czerwonego byt zawsze pokolenie 0

licznosé: 1

jeden zielony pokolenie 1

licznos¢: 1

potomkiem zielonego byfa zawsze

para: zielony 1 czerwony




‘ Rekurencje liniowe I

Przyktad: (ciag Fibonacciego)

1 dlan =0
a, % 1 dlan =1
a,_1+ a,—_o dlan > 2

Wyktad 3, str.2

To tak, jak gdyby w jakims gatunku ztozonym z osobnikdw czerwonych i zielonych

potomkiem czerwonego byt zawsze pokolenie 0 licznos¢: 1
jeden zielony pokolenie 1 licznodé: 1
potomkiem zielonego byta zawsze pokolenie 2 licznosé: 2

para: zielony 1 czerwony




Wyktad 3, str.2

‘ Rekurencje liniowe I

Przyktad: (ciag Fibonacciego)

1 dlan =0
a, % 1 dlan =1
a,_1+ a,—_o dlan > 2

To tak, jak gdyby w jakims gatunku ztozonym z osobnikdw czerwonych i zielonych

potomkiem czerwonego byt zawsze pokolenie 0 licznos¢: 1
jeden zielony pokolenie 1 licznodé: 1
potomkiem zielonego byta zawsze pokolenie 2 licznosé: 2
para: zielony i czerwony pokolenie 3 \ licznoéé: 3




Wyktad 3, str.2

‘ Rekurencje liniowe I

Przyktad: (ciag Fibonacciego)

1 dlan =0
a, % 1 dlan =1
a,_1+ a,—_o dlan > 2

To tak, jak gdyby w jakims gatunku ztozonym z osobnikdw czerwonych i zielonych

potomkiem czerwonego byt zawsze pokolenie 0 licznos¢: 1
jeden zielony pokolenie 1 licznodé: 1
potomkiem zielonego byta zawsze pokolenie 2 licznosé: 2
para: zielony i czerwony pokolenie 3 licznoéé: 3
pokolenie 4 >\ liczno$¢: 5




Wyktad 3, str.2

‘ Rekurencje liniowe I

Przyktad: (ciag Fibonacciego)

1 dlan =0
a, def 1 dlan=1
a,_1+ a,—_o dlan > 2

To tak, jak gdyby w jakims gatunku ztozonym z osobnikdw czerwonych i zielonych

potomkiem czerwonego byt zawsze pokolenie 0 licznos¢: 1
jeden zielony pokolenie 1 licznodé: 1
potomkiem zielonego byta zawsze pokolenie 2 licznosé: 2
para: zielony i czerwony pokolenie 3 licznoéé: 3
pokolenie 4 k licznosé: 5

pokolenie 5 \ \\\ licznosé: 8




Wyktad 3, str.2

‘ Rekurencje liniowe I

Przyktad: (ciag Fibonacciego)

1 dlan =0
a, def 1 dlan=1
a,_1+ a,—_o dlan > 2

To tak, jak gdyby w jakims gatunku ztozonym z osobnikdw czerwonych i zielonych

potomkiem czerwonego byt zawsze pokolenie 0 licznos¢: 1
jeden zielony pokolenie 1 licznodé: 1
potomkiem zielonego byta zawsze pokolenie 2 licznosé: 2
para: zielony i czerwony pokolenie 3 licznoéé: 3
pokolenie 4 k >\ licznoéé: 5

pokolenie 5 \ licznosé: 8

_ AN
pokolenie 6 /\ /A/\ | I\\ I\ licznosc: 13



Wyktad 3, str.2

‘ Rekurencje liniowe I

Przyktad: (ciag Fibonacciego)

1 dlan =20
a, def 1 dlan=1
a,_-1+a,_o dan>2

To tak, jak gdyby w jakims gatunku ztozonym z osobnikéw czerwonych i zielonych

potomkiem czerwonego byt zawsze pokolenie 0 licznos¢: 1
jeden zielony pokolenie 1 licznodé: 1
potomkiem zielonego byta zawsze pokolenie 2 licznosé: 2
para: zielony i czerwony pokolenie 3 licznoéé: 3
pokolenie 4 >\ liczno$¢: 5

pokolenie 5 licznosc: 8

| NN
pokolenie 6 /\ /ﬂ/\ | I\\ I\ licznosc: 13

a, — licznos¢ n-tego pokolenia



Wyktad 3, str. 3

‘ Rekurencje liniowe I

( 1 dlan =20
a, & ! 1 dlan =1
\ Ap—1 + Qp_2 dla n > 2



Wyktad 3, str.3

‘ Rekurencje Iiniowe'

( 1 dlan =20
a, & ! 1 dlan =1
 Qp_1t a2 dlan>2

Rozwigzanie rekurencji liniowej



Wyktad 3, str. 3

‘ Rekurencje liniowe I

( 1 dlan =0
a, & < 1 dan=1
\ Ap—1 + Qp_2 dla n > 2

Rozwigzanie rekurencji liniowej:
Ap = Gp—1 T Ap_2



Wyktad 3, str. 3

‘ Rekurencje liniowe I

( 1 dlan =0
a, & < 1 dan=1
\ Ap—1 + Qp_2 dla n > 2

Rozwigzanie rekurencji liniowej:
Ap = Gp—1 T Ap_2
p — QAp—1 — Gp—z =0



‘ Rekurencje liniowe I

( 1 dlan =0
a, & < 1 dan=1
\ Ap—1 + Qp_2 dla n > 2

Rozwigzanie rekurencji liniowej:

ap, = Gp—1 + ap_2
p, — Qp—1 — GAp—g =10
l ! l

- X — 1 =

Wyktad 3, str. 3



Wyktad 3, str. 3

‘ Rekurencje liniowe I

( 1 dlan =20
a, & < 1 dan=1
\ Ap—1 + Qp_2 dla n > 2

Rozwigzanie rekurencji liniowej:

ap, = Ap—1 + QAp—9

p — QAp—1 — Gp—z =0

> — x - 1 =0 « réwnanie charakterystyczne
wielomian

charakterystyczny



Wyktad 3, str. 3

‘ Rekurencje liniowe I

( 1 dlan =0
a, & < 1 dan=1
\ Ap—1 + Qp_29 dla n > 2

Rozwigzanie rekurencji liniowej:

Ap = Ap—1 T Ap_9
Ap — Up—1 — Ap—2 = 0
l l l
> — x - 1 =0 « réwnanie charakterystyczne
wielomian
charakterystyczny

S

Pierwiastki: '©° oraz 1=




Wyktad 3, str. 3

‘ Rekurencje liniowe I

( 1 dlan =20
a, & 1 dan=1
\ Ap—1 + Qp_2 dla n > 2

Rozwigzanie rekurencji liniowej:

ap, = Gp—1 + QAp_2
p, — Qp—1 — GAp—g =10
l l l
> — x - 1 =0 « réwnanie charakterystyczne
wielomian
charakterystyczny

Pierwiastki: HT\/E oraz 1_2\/3

(5 () ()




‘ Rekurencje liniowe I

( 1 dlan =20
a, & 1 dan=1
\ Ap—1 + Qp_2 dla n > 2

Rozwigzanie rekurencji liniowej:

Wyktad 3, str. 3

ap, = Gp—1 + QAp_2
p, — Qp—1 — GAp—g =10
l l l
> — x - 1 =0 « réwnanie charakterystyczne
wielomian
charakterystyczny

Pierwiastki: HT\@ oraz 1_2\/3

(5 () ()




Wyktad 3, str. 3

‘ Rekurencje Iiniowe'

( 1 dlan=20
a, & 1 dan=1
\ A1+ Qp_2 dla n > 2

Rozwigzanie rekurencji liniowej:

Ap, = Ap—1 + QAp—9
p — QAp—1 — Gp—z =0
! ! !
> — x - 1 =0 « réwnanie charakterystyczne
wielomian
charakterystyczny
Pierwiastki: HT\@ oraz 1_2\/3

(1+\/5)n . (1+\/3)n_1 . (1+\/3)n_2 bo to jest pierwiastek réwn. char.
2 2




‘ Rekurencje liniowe I

Ogdlnie:

A
A

l

T

k

di - ap_1
dy - ap—1

d; -

l

k—1

+...+ dk'a'n—k

di - Qp—k

l

dk°£L‘

=0

=0

Wyktad 3, str. 4

< réwnanie charakterystyczne



Wyktad 3, str.4

‘ Rekurencje liniowe I

Ogdlnie:

a, = di-ap_-1 “+...+ di-an_p

a, — di-ap-1 —...— dip-ap_1r =0

l l l

zF — dyeaFt — = dp-2® =0 « réwnanie charakterystyczne
Twierdzenie:

Jesli liczba « jest p-krotnym pierwiastkiem rownania charakterystycznego rekuren-
cji, to

speiniaja zaleznos¢ rekurencyjna.



Wyktad 3, str.5

‘ Rekurencje Iiniowe'

Twierdzenie:
Jesli jakies ciagi (a, |n € N) 1 (b, | n € N) speiniajg zaleznos¢ reku-
rencyjng, to dla dowolnych liczb p,q € R ciag

Cp = pan+qbn

rowniez speinia zaleznosc¢ rekurencyjna.



Wyktad 3, str. 5

‘ Rekurencje liniowe I

Twierdzenie:
Jesli jakies ciagi (a, |n € N) 1 (b, | n € N) speiniaja zaleznos¢ reku-
rencyjna, to dla dowolnych liczb p,q € R ciag

Cn — pan"—qbn
rowniez speinia zaleznosc¢ rekurencyjna.

Whiosek:

/Zbior ciagow spetniajacych zaleznos¢ rekurencyjna stanowi przestrzen
liniowsa.



Wyktad 3, str. 5

‘ Rekurencje liniowe I

Twierdzenie:
Jesli jakies ciagi (a, |n € N) 1 (b, | n € N) speiniaja zaleznos¢ reku-
rencyjna, to dla dowolnych liczb p,q € R ciag

Cn — pan"—qbn
rowniez speinia zaleznosc¢ rekurencyjna.

Whiosek:

/Zbior ciagow spetniajacych zaleznos¢ rekurencyjna stanowi przestrzen
liniowsa.

Dla rekurencji stopnia k ta przestrzen rozwigzan jest k-wymiarowa.



Wyktad 3, str. 5

‘ Rekurencje liniowe I

Twierdzenie:
Jesli jakies ciagi (a, |n € N) 1 (b, | n € N) speiniaja zaleznos¢ reku-
rencyjna, to dla dowolnych liczb p,q € R ciag

Cn — pan"—qbn
rowniez speinia zaleznosc¢ rekurencyjna.

Whiosek:

/Zbior ciagow spetniajacych zaleznos¢ rekurencyjna stanowi przestrzen
liniowsa.

Dla rekurencji stopnia k ta przestrzen rozwigzan jest k-wymiarowa. Jej ba-
ze stanowig ciagi postaci n'-a" , gdzie « jest pierwiastkiem wielomianu
charakterystycznego, a 0 <1 < p, gdzie p jest krotnoscig pierwiastka «.



Wyktad 3, str. 5

‘ Rekurencje liniowe I

Twierdzenie:
Jesli jakies ciagi (a, |m € N) 1 (b, | n € N) spelniajg zaleznosé reku-
rencyjna, to dla dowolnych liczb p,q € R ciag

Cn — pan"—qbn
rowniez speinia zaleznos¢ rekurencyjna.

Whniosek:

Zbior ciagow spelniajacych zaleznos¢ rekurencyjna stanowi przestrzen
liniowsa.

Dla rekurencji stopnia k ta przestrzen rozwigzan jest k-wymiarowa. Jej ba-
ze stanowig ciagi postaci n'-a”" , gdzie « jest pierwiastkiem wielomianu
charakterystycznego, a 0 < ¢ < p, gdzie p jest krotnoscig pierwiastka «.

Jeden ciag z tej przestrzeni stanowi rozwigzanie rekurencji; pozostate nie
spefniajg warunkow poczatkowych.



Wyktad 3, str.5

‘ Rekurencje liniowe I

Twierdzenie:
Jesli jakies ciagi (a, |n € N) 1 (b, | n € N) speiniaja zaleznos¢ reku-
rencyjna, to dla dowolnych liczb p,q € R ciag

Cn — pan"—qbn
rowniez speinia zaleznosc¢ rekurencyjna.

Whiosek:

/Zbior ciagow spetniajacych zaleznos¢ rekurencyjna stanowi przestrzen
liniowsa.

Dla rekurencji stopnia k ta przestrzen rozwigzan jest k-wymiarowa. Jej ba-
ze stanowig ciagi postaci n'-a" , gdzie o jest pierwiastkiem wielomianu
charakterystycznego, a 0 <1 < p, gdzie p jest krotnoscig pierwiastka «.

Jeden ciag z tej przestrzeni stanowi rozwigzanie rekurencji; pozostate nie
spefniajg warunkow poczatkowych.

Jak ten ciag znalezc?



Wyktad 3, str. 6

‘ Rekurencje liniowe I

Znowu cigg Fibonacciego:

1 dlan =0
a, def 1 dlan=1

A, 1+a, > dlan=>2



‘ Rekurencje liniowe I

Znowu cigg Fibonacciego:

1 dlan=20
a, def 1 dlan=1

a,—1 —+ a,_2 dla n 2 2

Pierwiastki: HT\@ oraz 1_7\/5

Wyktad 3, str.6



‘ Rekurencje liniowe I

Znowu cigg Fibonacciego:

dlan=0
dlan=1

1
a,, def 1
a,—1 + a,_2 dla n 2 2

Pierwiastki: 1+—2\/5 oraz 1_2—\/5

Wiec kazde rozwigzanie rekurencji ma postac

1++v5\"
a/)(/f)_p.( \/7> _|_q.<

2

] —

2

\/5>”

Wyktad 3, str.6



‘ Rekurencje liniowe I

Znowu cigg Fibonacciego:

1 dlan=0
a,, def 1 dlan=1
a,—1 —+ a,_2 dla n 2 2

Pierwiastki: 1+—2\/5 oraz 1_2—\/5

Wiec kazde rozwigzanie rekurencji ma postac

2

1++v5\"
a/)(/f)_p.( \/7> _|_q.<

] —

2

\/5>”

Wyktad 3, str.6

— rozwigzanie ogdlne



‘ Rekurencje liniowe I

Znowu cigg Fibonacciego:

1 dlan =0
a, def 1 dlan=1

a,-1+a,_o dlan>2

Pierwiastki: 2\/5 oraz _T\/g

Wiec kazde rozwigzanie rekurencji ma postac

1+5)\"
a,) —p-< 2\F> +q-<

\/5>”

Wyktad 3, str. 6

— rozwigzanie ogélne

Wartosci poczatkowe ciggu musza spefniac¢ tg rownosc; mamy wiec:

= () e ()



‘ Rekurencje liniowe I

Znowu cigg Fibonacciego:

def {
a, —

Pierwiastki:

Wiec kazde rozwigzanie rekurencji ma postac

1+\/5>”+q.<1—\/5>”

al”

2

1 dlan=0
1 dlan=1

a,-1+a,_o dlan>2

1TVO 5raz _Tﬁ

2 2

Wyktad 3, str. 6

— rozwigzanie ogélne

Wartosci poczatkowe ciggu musza spefniac¢ tg rownosc; mamy wiec:

1 —
1 —

o)

ai

- (59 0 (52)
- (59 +-(59)



‘ Rekurencje liniowe I

Znowu cigg Fibonacciego:

1 dlan =0
a, def 1 dlan=1

a,-1+a,_o» dlan>2

Pierwiastki: 2\/5 oraz _T\/g

Wiec kazde rozwigzanie rekurencji ma postac

1++5)"
a,,) —p-< 2\F> +q-<

\/5>”

Wyktad 3, str. 6

— rozwigzanie ogélne

Wartosci poczatkowe ciggu muszg spetniac¢ ta rownos¢; mamy wiec:

== (55) ()
= o= () ()

— 2 réwnania z dwiema niewiadomymi p i q.



Wyktad 3, str.7

‘ Rekurencje liniowe I

pt+q =1

1+V5 1—

Ciag Fibonacciego, c.d.:
pr—5—tq = =1

S




Wyktad 3, str.7

‘ Rekurencje liniowe I
1

. . . d . p+ q -
Cigg Fibonacciego, c.d.: 145 -

=
|

pr—5% tq4 ——

qg=1-p



Wyktad 3, str.7

‘ Rekurencje liniowe I
1

. . . . p _|_ q
Ciag Fibonacciego, c.d.: 14V L 1e
2 4

\)
>
|
—_

p .

q
p- 1L 4 (1—p) 158 =1




Wyktad 3, str.7

‘ Rekurencje liniowe I

Ciag Fibonacci g.) P

i iIDonacciego, C.q..

g g p_1+25_|_q 1—2\/5:1
qg=1-p
p- 5B+ (1-p)- 155 =1




Wyktad 3, str.7

‘ Rekurencje liniowe I

Ciag Fib i g.) Pre- !

| iIDonacciego, C.q..

qg g p.1+25_|_q.1_2\/5 = 1
qg=1-p
p.1+2\/5_|_<1_p>.1—2\/5 =1
p_<1+2¢5_ 1—\/5)+1—2¢5 _ 1

2
p-2-vV5—5 =1



Wyktad 3, str.7

‘ Rekurencje liniowe I

. _ p+q =1

iIag Fibonacciego, c.d.: { . 1+2\/__|_q_ 1—2\/5 — 1
¢ =1-p
p.1+_\/5+(1—p)-1_2\/5 =1
p_<1+\/_ 1—\/5)+1_2\/5 =1
p-2-vV5—-+b =
p = 5

= S



Wyktad 3, str.7

‘ Rekurencje liniowe I

Ciag Fibonacci a: ]

| IDONACcCiego, C.d.:

qg g p.1+25_|_q.1_2\/5 :1
qg=1-p
p.1+T¢5+<1_p).1—2\/5 _ 1
p.<1+2\/5_1_2\/5)+1_2¢g = 1
p-2-vV5—5 =1

_ 1+v6 _ 1 145

p = = 5



Wyktad 3, str.7

‘ Rekurencje liniowe I

Ciag Fibonacci . P

| IDoOnacciego, C.d.:

g g p'1+2\/g‘|‘Q'1_2\/5:1
qg=1-p
p.1+T\/5_|_<1_p>.1_2\/g:1
p.<1+2\/5_1_2\/5)+1_2¢g = 1
p-2-vV5—5 =1

_ 1+v6 1 1445

P =55 = V5 2
q =1-p



Wyktad 3, str.7

‘ Rekurencje liniowe I

Ciag Fibonacci a.) P

| IDoOnacciego, C.d.:

g g p_1+2\/§_|_q-1—2\/5:1
qg=1-p
p.1+T\/5_|_<1_p>.1_2\/g:1
p.<1+2\/5_1_2\/5)+1_2¢g = 1
p-2-vV5—5 =1

_ 1+v6 1 1445
P =% = V5 2

_ _ 1 _ 1 145
q=1—p =1 NG 5



Wyktad 3, str.7

‘ Rekurencje liniowe I

Ciag Fibonacci a.) P

| IDoOnacciego, C.d.:

g g p.1+2\/5_|_q.1—2\/5 — 1
qg=1-p
p.1+T\/5_|_<1_p>.1_2\/g:1
p.<1+2\/5_1_2\/5)+1_2\/g:1
p-2-vV5—5 =1
_ 1+v6 1 1445
P =" = V5 2
_ _ 1 145 1 . 1-v5
q—l—p—l—\/g-Q = 5 D)



Wyktad 3, str.7

‘ Rekurencje liniowe I

Ciag Fibonacci a:)
| IDONAcCciego, C.d..:
g g p-1+25‘|—Q'1_2\/5:1
qg=1-p
p_1—|—2\/5_|_(1_p) 1_2\/5 = 1
p-<1+2\/5—1_2\/5)—|—1_2\/5 _ 1
p-2-v5-V5 =1
_ 1+v6 1 1445
P =% = 5 2
qzl—pzl—\}g‘lzﬁ— = =
wiec . .
1 1+Vb (1445 1 1-v5 [1-+5
T BT 2 > /5 2 >



Wyktad 3, str.7

‘ Rekurencje Iiniowe'

p+q 1

1++5 1—
o T4 T

=
|

Ciag Fibonacciego, c.d.: {

i~

KRR R R
"
.&w
|
S
|
—_

wiec

a, —




Wyktad 3, str. 8

‘Rekurencje linlowe — rozne przypadki'

Przyktad:
( 5 dla n=20
a, & 3 0 dla n=1
| —p—1 + 60,2 dla n > 2




Wyktad 3, str. 8

‘Rekurencje linlowe — rozne przypadki'

Przyktad:
( 5 dla n=20
a, & 4 0 dla n=1
\ —Qp—1 T 6CLn_2 dla n = 2

Wielomian charakterystyczny: 22 + 2 — 6



Wyktad 3, str. 8

‘Rekurencje linlowe — rozne przypadki'

Przyktad:
( 5 dla n=20
a, & 4 0 dla n=1
\ —Qp—1 T 6an_2 dla n = 2

Wielomian charakterystyczny: 2° +x —6 = (v —2) - (x + 3)



Wyktad 3, str. 8

‘Rekurencje linlowe — rozne przypadki'

Przyktad:
( 5 dla n=20
a, & 4 0 dla n=1
\ —Qp—1 T 6an_2 dla n = 2

Wielomian charakterystyczny: 2% +x —6 = (z —2) - (x + 3)
Pierwiastki: 1-krotny 2; 1-krotny —3



‘Rekurencje linlowe — rozne przypadki'

Przyktad:
( 5 dla n=20
a, & 4 0 dla n=1
\ —Qp—1 T 6CLn_2 dla n = 2

Wielomian charakterystyczny: 2° +x —6 = (v —2) - (x + 3)
Pierwiastki: 1-krotny 2; 1-krotny —3
Rozwigzanie ogdlne postaci: a!®) = p-2" + ¢ - (—3)"

Wyktad 3, str. 8



Wyktad 3, str. 8

‘Rekurencje linlowe — rozne przypadki'

Przyktad:
( 5 dla n =0
a, & ¢ 0 dla n=1
\ —Qp—1 T 6CLn_2 dla n = 2

Wielomian charakterystyczny: z° +x —6 = (v —2) - (x + 3)
Pierwiastki: 1-krotny 2; 1-krotny —3
Rozwigzanie ogélne postaci: a!® = p-2" + ¢ - (—3)"

Wartosci poczatkowe: 5 = aq



Wyktad 3, str. 8

‘Rekurencje linlowe — rozne przypadki'

Przyktad:
( 5 dla n =0
a, & ¢ 0 dla n=1
\ —Qp—1 T 6CLn_2 dla n = 2

Wielomian charakterystyczny: z° +x —6 = (v —2) - (x + 3)
Pierwiastki: 1-krotny 2; 1-krotny —3
Rozwigzanie ogélne postaci: a!® = p-2" + ¢ - (—3)"

Wartoéci poczatkowe: 5 =ag=p-2°+¢-(-3)"



Wyktad 3, str. 8

‘Rekurencje linlowe — rozne przypadki'

Przyktad:
( 5 dla n =0
a, & ¢ 0 dla n=1
\ —Qp—1 T 6CLn_2 dla n = 2

Wielomian charakterystyczny: z° +x —6 = (v —2) - (x + 3)
Pierwiastki: 1-krotny 2; 1-krotny —3

Rozwigzanie ogélne postaci: a!® = p-2" + ¢ - (—3)"
Wartoéci poczatkowe: 5 =ag=p-2°+¢-(-3)"



Wyktad 3, str. 8

‘Rekurencje linlowe — rozne przypadki'

Przyktad:
( 5 dla n=20
a, & 3 0 dla n=1
| —p—1 + 60,2 dla n > 2

Wielomian charakterystyczny: z° +x —6 = (v —2) - (x + 3)
Pierwiastki: 1-krotny 2; 1-krotny —3
Rozwigzanie ogélne postaci: al®?) = p-2" 4+ ¢ - (—3)"
Wartoéci poczatkowe: 5 =ag=p-2°+¢-(-3)"
ptq =9
2p —3q =0



Wyktad 3, str. 8

‘Rekurencje linlowe — rozne przypadki'

Przyktad:
( 5 dla n=20
a, & 3 0 dla n=1
| —p—1 + 60,2 dla n > 2

Wielomian charakterystyczny: z° +x —6 = (v —2) - (x + 3)
Pierwiastki: 1-krotny 2; 1-krotny —3
Rozwigzanie ogélne postaci: al®?) = p-2" 4+ ¢ - (—3)"
Wartoéci poczatkowe: 5 =ag=p-2°+¢-(-3)"
ptq =5 p=3
2p —3q =0 q =2



Wyktad 3, str. 8

‘Rekurencje linlowe — rozne przypadki'

Przyktad:
( 5 dla n=20
a, & 4 0 dla n=1
\ —Qp—1 T 6an_2 dla n = 2

Wielomian charakterystyczny: 2° +x —6 = (v —2) - (x + 3)
Pierwiastki: 1-krotny 2; 1-krotny —3
Rozwiazanie ogélne postaci: al” = p-2" +¢- (-3

Wartoéci poczatkowe: 5 =ag=p-2"+¢-(-3)"

p+q =95 p=3
2p —3q =0 qg =2
Wiec

a, = 3:-2"+2-(=3)" -



Wyktad 3, str. 9

‘Rekurencje linlowe — rozne przypadki'

Przyktad:
( 0 dla n=20
a, & 3 3 dla n=1
\ GCLn_l — 9Cln_2 dla n > 2




Wyktad 3, str.9

‘Rekurencje linlowe — rozne przypadki'

Przyktad:
( 0 dla n =0
a, & 4 3 dla n=1
\ 6@n_1 — 9&n_2 dla n = 2

Wielomian charakterystyczny: z° — 62 + 9



Wyktad 3, str.9

‘Rekurencje linlowe — rozne przypadki'

Przyktad:
( 0 dla n =0
a, & 4 3 dla n=1
\ 6an_1 — 9an_2 dla n = 2

Wielomian charakterystyczny: z? — 62 +9 = (2 — 3)?



Wyktad 3, str.9

‘Rekurencje linlowe — rozne przypadki'

Przyktad:
( 0 dla n =0
a, & 4 3 dla n=1
\ 6an_1 — 9an_2 dla n = 2

Wielomian charakterystyczny: z? — 62 +9 = (2 — 3)?
Pierwiastki: 2-krotny 3



‘Rekurencje linlowe — rozne przypadki'

Przyktad:
( 0 dla n =0
a, & 4 3 dla n=1
\ 6an_1 — 9an_2 dla n = 2

Wielomian charakterystyczny: 2% — 62 +9 = (2 — 3)?
Pierwiastki: 2-krotny 3
Rozwigzanie ogélne postaci: a!”) = p-3" +¢q-n-3"

Wyktad 3, str.9



Wyktad 3, str.9

‘Rekurencje linlowe — rozne przypadki'

Przyktad:
( 0 dla n=20
a, & ¢ 3 dla n=1
\ 6an_1 — 9an_2 dla n = 2

Wielomian charakterystyczny: 2z — 62 +9 = (2 — 3)?
Pierwiastki: 2-krotny 3

Rozwigzanie ogélne postaci: a!” = p-3" +¢q-n-3"
Wartoéci poczatkowe: 0 =ay=p-3°+¢q-0-3°
3=a;=p-3'+q-1-3!



Wyktad 3, str. 9

‘Rekurencje linlowe — rozne przypadki'

Przyktad:
( 0 dla n =20
a, & 3 3 dla n=1
| 6a,-1 — Ya, 2 dla n > 2

Wielomian charakterystyczny: z? — 62 +9 = (2 — 3)?
Pierwiastki: 2-krotny 3

Rozwigzanie ogélne postaci: a!” = p-3" +¢q-n-3"
Wartosci poczatkowe: 0 =ag=p-3"+¢q-0-3"
3=a;=p-3'+qg-1-3!

p =0
Iap+3qg =3



Wyktad 3, str. 9

‘Rekurencje linlowe — rozne przypadki'

Przyktad:
( 0 dla n =20
a, & 3 3 dla n=1
| 6a,-1 — Ya, 2 dla n > 2

Wielomian charakterystyczny: z? — 62 +9 = (2 — 3)?
Pierwiastki: 2-krotny 3

Rozwigzanie ogélne postaci: a!” = p-3" +¢q-n-3"
Wartosci poczatkowe: 0 =ag=p-3"+¢q-0-3"
3=a;=p-3'+qg-1-3!

p =0 p=70
I3p+ 3¢ =3 qg=1



Wyktad 3, str.9

‘Rekurencje linlowe — rozne przypadki'

Przyktad:
( 0 dla n=20
a, & ¢ 3 dla n=1
\ 6an_1 — 9CLn_2 dla n = 2

Wielomian charakterystyczny: 2% — 62 +9 = (2 — 3)?
Pierwiastki: 2-krotny 3

Rozwigzanie ogélne postaci: a!”) = p-3" +¢q-n-3"

Wartoéci poczatkowe: 0 =ay=p-3°+¢q-0-3°

3=a;=p-3'+q-1-3!

3p+3qg =3 g=1
Wiec

a, = n-3" -




‘Rekurencje linlowe — rozne przypadki'

Przyktad:

\

0
0
8
6an_1 — 12CLn_2 + 8&n_3

dla n=0
dla n =
dla n =
dla n >3

Wyktad 3, str. 10



Wyktad 3, str. 10

‘Rekurencje linlowe — rézne przypadki'

Przyktad:
( 0 dla n=20
a def < 0 dla n=1
o 8 dla n =2
| 6an—1 — 12a, 2 + Ban_3 dla n >3

Wielomian charakterystyczny: z° — 62% + 122 — 8 = (z — 2)°



Wyktad 3, str. 10

‘Rekurencje linlowe — rozne przypadki'

Przyktad:
( 0 dla n=0
a def ) 0 dla n=1
S 8 dla n=2
| 6an—1 — 12a, 2 + Ban—3 dla n>3

Wielomian charakterystyczny: 2° — 627 + 122 — 8 = (2 — 2)°
Pierwiastki: 3-krotny 2



Wyktad 3, str. 10

‘Rekurencje linlowe — rozne przypadki'

Przyktad:
( 0 da n=0
S 8 dla n=2
| 6an—1 —12ay, 2 + Ba,_3 dla n >3

Wielomian charakterystyczny: 2z° — 622 + 122 — 8 = (z — 2)°
Pierwiastki: 3-krotny 2
Rozwiazanie ogélne postaci: a'”) = p-2" £ q-n-2" +r.-n2.2"



‘Rekurencje linlowe — rozne przypadki'

Przyktad:
( 0 dla n=0
a def ) 0 dla n=1
S 8 dla n=2
| 6an—1 — 12a, 2 + Ban—3 dla n>3

Wielomian charakterystyczny: 2° — 627 + 122 — 8 = (2 — 2)°
Pierwiastki: 3-krotny 2

Rozwiazanie ogélne postaci: a'”) = p-2" £ q-n-2" +r.n2.2"
Wartoéci poczatkowe: 0 =ag=p-2"+¢q-0-2° +7.0%-2Y

O=a;=p-21 +¢q-1-21+7-12.21
S=ay=p-224¢q-2-2%2+7r.2%2.22

Wyktad 3, str. 10



‘Rekurencje linlowe — rozne przypadki'

Przyktad:
( 0
def 0
an = < 8
L 6CLn_1 — 12a,n_2 + 8CLn_3

dla n=20
dla n=1
dla n=2
dla n>3

Wielomian charakterystyczny: ° — 622 + 122 — 8 = (z — 2)°

Pierwiastki: 3-krotny 2
(0)

Rozwigzanie ogblne postaci: a,” = p-2"+qg-n-2" +1r-

Wartoéci poczatkowe: 0 =ag=p 2" +¢q-0-2° +r-0?-
O=a;=p-2'+¢q-1-21 47.1%2.
S=ay=p-224+¢q-2-224+7r-22%.

p =0
2p+2q+2r =0
dp + 8q + 16r =8

n2 . on
20
21
22

Wyktad 3, str. 10



Wyktad 3, str. 10

‘Rekurencje linlowe — rozne przypadki'

Przyktad:
( 0 dla n=0
a def ) 0 dla n=1
S 8 dla n=2
| 6an—1 —12ay, 2 + 8a,_3 dla n >3

Wielomian charakterystyczny: ° — 622 + 122 — 8 = (z — 2)°
Pierwiastki: 3-krotny 2
Rozwiazanie ogélne postaci: a'”) = p-2" £ q-n-2" +r.-n2.2"

Wartoéci poczatkowe: 0 =ag=p-2°+¢q-0-2° +r-0%-2°
O=a;=p-2' +q-1-2 4+ 7-12.21
S=ay=p-224¢q-2-2%2+7r.2%2.22

p =0 p =0

2p+2q+2r =0 g+r =0
4p + 8q + 167 = 8 qg+2r=1



Wyktad 3, str. 10

‘Rekurencje linlowe — rozne przypadki'

Przyktad:
( 0 dla n=0
a def ) 0 dla n=1
S 8 dla n=2
| 6an—1 —12ay, 2 + 8a,_3 dla n >3

Wielomian charakterystyczny: ° — 622 + 122 — 8 = (z — 2)°
Pierwiastki: 3-krotny 2
Rozwiazanie ogélne postaci: a'”) = p-2" £ q-n-2" +r.-n2.2"

Wartoéci poczatkowe: 0 =ag=p-2°+¢q-0-2° +r-0%-2°
O=a;=p-2' +q-1-2 4+ 7-12.21
S=ay=p-224¢q-2-2%2+7r.2%2.22

p =0 p =0 p= 0

2p+2qg+2r =0 q+r =0 qg=—1
4p + 8q + 16r = 8 q+2r=1 r= 1



Wyktad 3, str. 10

‘Rekurencje linlowe — rozne przypadki'

Przyktad:
( 0 dla n=0
a def ) 0 dla n=1
e 8 dla n =2
| 6an—1 — 12a, 2 + Ban_3 dla n >3

Wielomian charakterystyczny: 2° — 627 + 122 — 8 = (z — 2)°
Pierwiastki: 3-krotny 2
Rozwiazanie ogélne postaci: a'”) = p-2" £ q-n-2" +r.n2.2n

Wartoéci poczatkowe: 0 =ag=p 2" +¢q-0-2° +¢-0%-2

p =0 p =0 p= 0

2p+2qg+2r =0 q+r = qg=—1

4p + 8q + 167 = 8 qg+2r=1 r= 1
Wiec

a, = —n-2"+n*-2" = n-(n—1)-2"



Wyktad 3, str.11

‘Rekurencje linlowe — rozne przypadki'

Przyktad:
( 2 dla n=0
a, & 3 0 dla n=1
| —4a,— dla n > 2




Wyktad 3, str.11

‘Rekurencje linlowe — rozne przypadki'

Przyktad:
( 2 dla n=0
a, & 4 0 dla n=1
- —4a,—o dla n > 2

Wielomian charakterystyczny: % + 4



Wyktad 3, str.11

‘Rekurencje linlowe — rozne przypadki'

Przyktad:
(2 dla n=0
a, & 3 0 dla n=1
- —4a,—o dla n > 2

Wielomian charakterystyczny: z* +4 = (x — 2i) - (z + 2i)
Pierwiastki: 1-krotny 27; 1-krotny —2i;



Wyktad 3, str.11

‘Rekurencje linlowe — rozne przypadki'

Przyktad:
(2 dla n=0
a, & 3 0 dla n=1
- —4a,—o dla n > 2

Wielomian charakterystyczny: z* +4 = (x — 2i) - (z + 2i)
Pierwiastki: 1-krotny 2¢; 1-krotny —2i;
Rozwigzanie ogdlne postaci: a!® = p-(—2i)" +q- (2i)"



Wyktad 3, str.11

‘Rekurencje linlowe — rozne przypadki'

Przyktad:
( 2 dla n=0
a, & ¢ 0 dla n=1
- —4a,—o dla n > 2

Wielomian charakterystyczny: 2° +4 = (x — 2i) - (z + 2i)

Pierwiastki: 1-krotny 2¢; 1-krotny —2i;

Rozwigzanie ogélne postaci: a!® = p-(—2i)" +q- (2i)"

Wartoéci poczatkowe: 2 =ag=p-(—2i)" + ¢ (2:)"
0=a1=p-(—2i)' +q-(2i)



Wyktad 3, str.11

‘Rekurencje linlowe — rozne przypadki'

Przyktad:
( 2 dla n=0
a, & 3 0 dla n=1
| —4a,— dla n > 2

Wielomian charakterystyczny: z* +4 = (x — 2i) - (z + 2i)
Pierwiastki: 1-krotny 2:; 1-krotny —2i;
Rozwigzanie ogdlne postaci: al® = p-(—2i)" +q- (2i)"
Wartosci poczatkowe: 2 =ag=p- (—2i)" + ¢ - (2:)"
p+q =2
p-(=2i)+q-(21)=0



Wyktad 3, str.11

‘Rekurencje linlowe — rozne przypadki'

Przyktad:
( 2 dla n=0
a, & 3 0 dla n=1
| —4a,— dla n > 2

Wielomian charakterystyczny: z* +4 = (x — 2i) - (z + 2i)
Pierwiastki: 1-krotny 2:; 1-krotny —2i;

Rozwigzanie ogdlne postaci: al® = p-(—2i)" +q- (2i)"
Wartosci poczatkowe: 2 =ag=p- (—2i)" + ¢ - (2:)"

Pt = 2 p=1
p-(=2i)+q-(20) =0 g =1



Wyktad 3, str.11

‘Rekurencje linlowe — rozne przypadki'

Przyktad:
(2 dla n=0
a, & 3 0 dla n=1
- —4a,—o dla n > 2

Wielomian charakterystyczny: z* +4 = (x — 2i) - (z + 2i)
Pierwiastki: 1-krotny 2:; 1-krotny —2i;

Rozwigzanie ogdlne postaci: a!® = p-(—2i)" +q- (2i)"
Wartoéci poczatkowe: 2 =ag=p - (—2i)" + ¢ - (2:)"

p+q = 2 p=1
p-(=21)+q-(20)=0 g=1
Wiec

a, = (—20)" + (2i)"



Wyktad 3, str.11

‘Rekurencje linlowe — rozne przypadki'

Przyktad:
(2 dla n=0
a, & 3 0 dla n=1
- —4a,—o dla n > 2

Wielomian charakterystyczny: z* +4 = (x — 2i) - (z + 2i)
Pierwiastki: 1-krotny 2:; 1-krotny —2i;

Rozwigzanie ogélne postaci: al® = p- (—2i)" 4+ ¢ - (2i)"
Wartoéci poczatkowe: 2 =ag=p - (—2i)" + ¢ - (2:)"

p+q = 2 p=1
p-(=21)+q-(20)=0 g=1
Wiec

a, = (—2)" + (20)" liczba nierzeczywista?!



Wyktad 3, str.12

‘Rekurencje linlowe — rozne przypadki'

Przyktad, c.d.:

( 2 dla n=0
a, & 3 0 dla n=1
| —4a,— dla n > 2



Wyktad 3, str.12

‘Rekurencje linlowe — rozne przypadki'

Przyktad, c.d.:

( 2 dla n=0
a, & 3 0 dla n=1
- —4a,—o dla n > 2

a, = (—2i)" + (20)"



Wyktad 3, str.12

‘Rekurencje linlowe — rozne przypadki'

Przyktad, c.d.:

( 2 dla n=0
a, & 4 0 dla n=1
- —4a,—o dla n > 2

an = (=20 + (20)" = 2" i" . ((—=1)" + 1)



Wyktad 3, str.12

‘Rekurencje linlowe — rozne przypadki'

Przyktad, c.d.:

( 2 dla n=0
a, € ¢ 0 dla n=1 jeli 2 | n to 2
- —4a,—o dla n > 2 jeéli 2 )n to 0

4, = (=20)" 4 (20)" = 27" ((—=1)" 4+ 1)



Wyktad 3, str.12

‘Rekurencje linlowe — rozne przypadki'

Przyktad, c.d.:

( 2 dla n=0
a, €< 0 dla n=1 jedli 2 | m to 2
- —4a,—o dla n > 2 jeéli 2 )n to 0
/
a, = (—2i)" 4+ (29)" = 2"-"-((—=1)" + 1)
ol jedli n%d =0

—2n L jedli n%d = 2
0 jedli n%4 = 3

\



Wyktad 3, str.12

‘Rekurencje linlowe — rozne przypadki'

Przyktad, c.d.:

( 2 dla n=0
a, € ¢ 0 dla n=1 jeli 2 | n to 2
- —4a,—o dla n > 2 jeéli 2 )n to 0
/
a, = (=20)"+ (20)" = 27" ((=1)" + 1)
ot jedli %4 =0
_ 0 jesli n%4d =1
] =2 jedli n%d = 2
0 jedli n%4 =3

rozwigzanie jest jednak rzeczywiste. ..



Wyktad 3, str. 13

‘Rekurencje liniowe niejednorodne'

Definicja:
Rekurencja lintowa niejednorodna stopnia k ma postac:

( Co dla n=0
C1 dla n=1
..................................... C(),Cl,---,ck_leR
an, &4 o1 dla n=Fk—1 di,dy,...,d, €R
k
Zdi-an_i dla n >k




Wyktad 3, str. 13

‘Rekurencje liniowe niejednorodne'

Definicja:
Rekurencja lintowa niejednorodna stopnia k ma postac:

( Co dla n=0
C1 dla n=1
..................................... €0, C1y---,Ck—1 € R
a, & 4 Ch1 dla n=4k—1 di,da,...,d; € R
k f — funkcja na N
> diGn dla n >k
\ =1

LSWyraz wolny”
rekurencji



Wyktad 3, str. 13

‘Rekurencje liniowe niejednorodne'

Definicja:
Rekurencja lintowa niejednorodna stopnia k ma postac:

( Co dla n =20
C1 dla n=1
..................................... CoyC1y- -5 Ck—1 €R
an &3 Ch1 dla n=Fk—1 di,dz,...,d €R
k f — funkcja na N
D diGn dla n >k
\ =1

LSWyraz wolny”
rekurencji

Potrafimy znalez¢ rozwigzanie takiej rekurencji dla niektérych (czesto spotykanych)
postaci funkcji f



Wyktad 3, str. 13

‘Rekurencje liniowe niejednorodne'

Definicja:
Rekurencja lintowa niejednorodna stopnia k ma postac:

( Co dla n =20
C1 dla n=1
..................................... CoyC1y- -5 Ck—1 €R
an, &3 Ch1 dla n=Fk—1 di,ds,...,d €R
k f — tunkcja na N
> diGn dla n >k
\ =1

LSWyraz wolny”
rekurencji

Potrafimy znalez¢ rozwigzanie takiej rekurencji dla niektérych (czesto spotykanych)
postaci funkcji f:

e kiedy f(n) jest wielomianem (nie zawsze. . .)



Wyktad 3, str. 13

‘Rekurencje liniowe niejednorodne'

Definicja:
Rekurencja lintowa niejednorodna stopnia k ma postac:

( Co dla n =20
C1 dla n=1
..................................... CosC1y--.5Ck—1 € R
a, &« Cho1 dla n=4k—1 di,ds,...,dy €R
k f — funkcja na N
D diGn dla n >k
\ =1

LSWyraz wolny”
rekurencji

Potrafimy znalez¢ rozwigzanie takiej rekurencji dla niektérych (czesto spotykanych)
postaci funkcji f:

e kiedy f(n) jest wielomianem (nie zawsze. . .)

o kiedy f(n) jest funkcja wyktadnicza f(n) =c-«a”, gdzie o jest pierwiastkiem
wielomianu charakterystycznego, a ¢ € R jest stafa.



Wyktad 3, str. 14

‘Rekurencje liniowe niejednorodne'

Rozwigzanie rekurencji liniowej niejednorodnej



Wyktad 3, str. 14

‘Rekurencje liniowe niejednorodne'

Rozwigzanie rekurencji liniowej niejednorodne;j

= = 7/ - . 7 7 . . 7 0] .
1. na razie zapomniec o wyrazie wolnym i znalez¢ rozwigzanie ogdlne aq(l) rekurencji

jednorodne]



Wyktad 3, str. 14

‘Rekurencje liniowe niejednorodne'

Rozwigzanie rekurencji liniowej niejednorodnej
. ., : : ., . : , (0) .
1. na razie zapomniecC o wyrazie wolnym i znalez¢ rozwigzanie ogolne a,,’ rekurencji
jednorodne]

2. zgadnacC jakies rozwigzanie szczegdlne agf) rekurencji niejednorodnej (juz z wyra-

zem wolnym)



Wyktad 3, str. 14

‘Rekurencje liniowe niejednorodne'

Rozwigzanie rekurencji liniowej niejednorodnej
. ., : . ., : . , (0) .
1. na razie zapomniec o wyrazie wolnym i znalez¢ rozwigzanie ogdlne a,,’ rekurencji
jednorodnej

2. zgadnacC jakies rozwigzanie szczegdlne agf) rekurencji niejednorodnej (juz z wyra-

zem wolnym) wg tej tabelki

rozwigzanie ogoalne
(9) i oet o Jest
. an’ Jes
a'?) nie jest n IS t-krotnym
: : wielomianem L
wielomianem . pierwiastkiem
stopnia s .
wiel. char.
. f(n) jest r .
o . . 1 .
% Wlelomlanem Z gin’ nstL . ngz
S | stopnia r =0 i—o
N .
S | f(n) jest t
2 | fcja wyktadn. B.nt.an
A-a”




Wyktad 3, str. 15

‘Rekurencje liniowe niejednorodne'

Rozwigzanie rekurencji liniowej niejednorodnej, c.d.
3. rozwigzanie rekurencji bedzie miato postac

a, = a'® +al®



Wyktad 3, str. 15

‘Rekurencje liniowe niejednorodne'

Rozwigzanie rekurencji liniowej niejednorodnej, c.d.
3. rozwigzanie rekurencji bedzie miato postac
a, = a'® +al®

(wystepuja w nich dotad nieustalone wspdtczynniki kombinacji liniowej
(0))
W a,



Wyktad 3, str. 15

‘Rekurencje liniowe niejednorodne'

Rozwigzanie rekurencji liniowej niejednorodnej, c.d.
3. rozwigzanie rekurencji bedzie miato postac
a, = a'® +al®

(wystepuja w nich dotad nieustalone wspdtczynniki kombinacji liniowej

w a?)

4. wyznaczy¢ brakujace wspotczynniki w oparciu o wartosci poczatkowe
rekurencji



Wyktad 3, str. 15

‘Rekurencje liniowe niejednorodne'

Rozwigzanie rekurencji liniowej niejednorodnej, c.d.
3. rozwigzanie rekurencji bedzie miato postac
a, — a,,(f) + aff)

(wystepuja w nich dotad nieustalone wspotczynniki kombinacji liniowe;
(0))
w al

4. wyznaczy¢ brakujace wspotczynniki w oparciu o wartosci poczatkowe
rekurencji

Czy to s3 wielomiany?

.. bo niektorzy
btedy. ..

robig w tym



Wyktad 3, str. 15

‘Rekurencje liniowe niejednorodne'

Rozwigzanie rekurencji liniowej niejednorodnej, c.d.
3. rozwigzanie rekurencji bedzie miato postac
a, — a,,(f) + aff)

(wystepuja w nich dotad nieustalone wspotczynniki kombinacji liniowe;
(0))
w al

4. wyznaczy¢ brakujace wspotczynniki w oparciu o wartosci poczatkowe
rekurencji

Czy to s3 wielomiany?
1+ n+n?

.. bo niektorzy
btedy. ..

robig w tym



Wyktad 3, str. 15

‘Rekurencje liniowe niejednorodne'

Rozwigzanie rekurencji liniowej niejednorodnej, c.d.
3. rozwigzanie rekurencji bedzie miato postac
a, — a,,(f) + aff)

(wystepuja w nich dotad nieustalone wspotczynniki kombinacji liniowe;
(0))
w al

4. wyznaczy¢ brakujace wspotczynniki w oparciu o wartosci poczatkowe
rekurencji

Czy to s3 wielomiany?
1 +n+n? — wielomian stopnia 2
5

.. bo niektorzy
btedy. ..

robig w tym



Wyktad 3, str. 15

‘Rekurencje liniowe niejednorodne'

Rozwigzanie rekurencji liniowej niejednorodnej, c.d.
3. rozwigzanie rekurencji bedzie miato postac
a, — a,,(f) + aff)

(wystepuja w nich dotad nieustalone wspotczynniki kombinacji liniowe;
(0))
w al

4. wyznaczy¢ brakujace wspotczynniki w oparciu o wartosci poczatkowe
rekurencji

Czy to s3 wielomiany?

. 1+ n+n? — wielomian stopnia 2
N
S & . 5 — wielomian stopnia 0
X + -
2z 3 1+nt4+n?
S @ O
29 “
: | -



Wyktad 3, str. 15

‘Rekurencje liniowe niejednorodne'

Rozwigzanie rekurencji liniowej niejednorodnej, c.d.
3. rozwigzanie rekurencji bedzie miato postac
a, — a,,(f) + aff)

(wystepuja w nich dotad nieustalone wspotczynniki kombinacji liniowe;
(0))
w al

4. wyznaczy¢ brakujace wspotczynniki w oparciu o wartosci poczatkowe
rekurencji

Czy to s3 wielomiany?

o 1 +n+n — wielomian stopnia 2
é g : 5 — wielomian stopnia 0
2 3z 3 1+n'4+n"2 — nie wielomian
855 n*(1 4 n)

. €



Wyktad 3, str. 15

‘Rekurencje liniowe niejednorodne'

Rozwigzanie rekurencji liniowej niejednorodnej, c.d.
3. rozwigzanie rekurencji bedzie miato postac
a, — a,,(f) + aff)

(wystepuja w nich dotad nieustalone wspotczynniki kombinacji liniowe;
(0))
w al

4. wyznaczy¢ brakujace wspotczynniki w oparciu o wartosci poczatkowe
rekurencji

Czy to s3 wielomiany?

o 1 +n+n — wielomian stopnia 2

é g : 5 —  wielomian stopnia 0

2 3z 3 1+n'4+n"2 — nie wielomian

9 '_g = n?(1+n) — wielomian stopnia 3
- n + 2t

n—1



Wyktad 3, str. 15

‘Rekurencje liniowe niejednorodne'

Rozwigzanie rekurencji liniowej niejednorodnej, c.d.
3. rozwigzanie rekurencji bedzie miato postac
a, — a,,(f) + aff)

(wystepuja w nich dotad nieustalone wspotczynniki kombinacji liniowe;
(0))
w al

4. wyznaczy¢ brakujace wspotczynniki w oparciu o wartosci poczatkowe
rekurencji

Czy to s3 wielomiany?

o 1 +n+n — wielomian stopnia 2
N
S & . 5 — wielomian stopnia 0
L P .
2 3z 3 1+n'4+n"2 — nie wielomian
925 5 n?(1+n) — wielomian stopnia 3
O
: | - n_l_l . . .
n+ = — nie wielomian

n—1



Wyktad 3, str. 16

‘Rekurencje liniowe niejednorodne'

Przyktad:
(—3 dlan =0
a, & {0 dlan=1
Day—1 — 6ap,_2+3" dlan>2




‘Rekurencje liniowe niejednorodne'

Przyktad:

wyraz wolny

(3 /dlan:()
0 dlan=1

Day—1 — 6ap,_2+3" dlan>2

Wyktad 3, str. 16



Wyktad 3, str. 16

‘Rekurencje liniowe niejednorodne'

Przyktad: wyraz wolny
(3 / dla n = 0
a, & {0 dlan=1
\50%_1 — 6Cln_2 + 3" dlan > 2

Wielomian charakterystyczny: 2? — 52 +6 = (z —2) - (x — 3)



Wyktad 3, str. 16

‘Rekurencje liniowe niejednorodne'

Przykfad: wyraz wolny
= / dla n = 0
a, & {0 dlan=1
\5&7@_1 — 6Cln_2 + 3" dlan > 2

Wielomian charakterystyczny: 22 — 52 +6 = (z —2) - (x — 3)
Pierwiastki: 1-krotny 2; 1-krotny 3



Wyktad 3, str. 16

‘Rekurencje liniowe niejednorodne'

Przyktad: wyraz wolny

(3 /dlan—O
a, & {0 dlan=1

\5&7@_1 — 6Cln_2 + 3" dlan > 2

Wielomian charakterystyczny: 22 — 52 +6 = (z —2) - (x — 3)
Pierwiastki: 1-krotny 2; 1-krotny 3
Rozwiazanie ogélne postaci: al® = p-2" 4+ ¢- 3"



Wyktad 3, str. 16

‘Rekurencje liniowe niejednorodne'

Przyktad: wyraz wolny
= / dla = 0
a, & {0 dan=1
\567%_1 — 6an_2 + 3" dlan > 2

Wielomian charakterystyczny: 2° — 52 +6 = (. —2) - (x — 3)
Pierwiastki: 1-krotny 2; 1-krotny 3

Rozwiazanie ogélne postaci: a!® = p-2" +¢-3"
rozwigzanie ogolne
29 test o jest
a'?) nie jest o |J . (-krotnym
ielomianem wielomianem pierwiastkiem
WIelo stopnia s :
wiel. char.
f(n) jest r r
o . .
c i ' .t s+1 0l
3 W|e|om|anem Z gin n Z gin
= | stopnia r i=0 i=0
S | f(n) jest
; fcja Wyk{'adn B - _nt o™
A-a”




Wyktad 3, str. 16

‘Rekurencje liniowe niejednorodne'

Przyktad: wyraz wolny
= / dla = 0
a, & {0 dan=1
\567%_1 — 6an_2 + 3" dlan > 2

Wielomian charakterystyczny: 2° — 52 +6 = (. —2) - (x — 3)
Pierwiastki: 1-krotny 2; 1-krotny 3

Rozwiazanie ogélne postaci: al® = p-2" + ¢ - 3"
rozwigzanie ogolne
ORI o jest
a'?) nie jest " |J . {-krotnym
ielomianem wielomianem pierwiastkiem
WIelo stopnia s :
wiel. char.
f(n) jest r r
o . .
c - ; on? s+1 1
= W|elom|anem Z gin n Z gin
S | stopnia r i=0 i=0
S | f(n) jest
2 | fcja wykfadn. B-nt-a™
A-a”




‘Rekurencje liniowe niejednorodne'

Przyktad:

(-3
0

\567%_1 — 6an_2 -+ 3"

wyraz wolny

/dbn:O
dlan=1

dlan > 2

Wyktad 3, str. 16

Wielomian charakterystyczny: 2° — 52 +6 = (. —2) - (x — 3)
Pierwiastki: 1-krotny 2; 1-krotny 3

Rozwiazanie ogélne postaci: a!® = p-2" +¢-3"
rozwigzanie ogolne
G(O) ot o jest
a'? nie jest o |J . t-krotnym
ielomianem wielomianem pierwiastkiem
WIS stopnia s :
wiel. char.
f(n) jest r r
o . .
- . . 1 s+1 )
3 W|e|om|anem Z gin n Z gin
= | stopnia r i=0 i=0
S | f(n) jest
2 | fcja wykfadn. B-nt-a”
A-a”

a=3

t=1
— wyraz wolny jest
funkcja wyktadnicza o
podstawie 3, bedacej
pierwiastkiem
1-krotnym wielomianu
charakterystycznego



Wyktad 3, str. 17

‘Rekurencje liniowe niejednorodne'

a®) = B-n-3"



Wyktad 3, str. 17

‘Rekurencje liniowe niejednorodne'

a®) = B-n-3"
z zaleznosci rekurencyjnej:
B-n-3"=5B-(n—1)-3"1—-6B-(n—2)-3"2+3"



Wyktad 3, str. 17

‘Rekurencje liniowe niejednorodne'

a®) = B-n-3"

z zaleznosci rekurencyjnej:

B-n-3"
B-n-3?

5B-(n—1)-3""1—6B-(n—2) 3" 243"
5B-(n—1)-3—6B-(n—2)+ 32



Wyktad 3, str. 17

‘Rekurencje liniowe niejednorodne'

al®) = B-n-3"

z zaleznosci rekurencyjnej:
B-n-3"=5B-(n—1)-3"1—6B-(n—2)-3"2+3"
B-n-3 =5B-(n—1)-3—6B-(n—2)+ 3?

9Bn = 15Bn —15B —6Bn +12B + 9



Wyktad 3, str. 17

‘Rekurencje liniowe niejednorodne'

al®) = B-n-3"

z zaleznosci rekurencyjnej:
B-n-3" =5B-(n—1)-3"'—=6B-(n—2)-3"*+3"
B-n-3 =5B-(n—1)-3—6B-(n—2)+ 3?
9Bn = 15Bn — 158 —6Bn+ 128+ 9

0 = -36+9



Wyktad 3, str. 17

‘Rekurencje liniowe niejednorodne'

al®) = B-n-3"
z zaleznosci rekurencyjnej:
B-n-3" =5B-(n—1)-3"'—=6B-(n—2)-3"*+3"
B-n-3 =5B-(n—1)-3—6B-(n—2)+ 3?
9Bn = 15Bn — 158 —6Bn+ 128+ 9
0 = —36+9

B =3



Wyktad 3, str. 17

‘Rekurencje liniowe niejednorodne'

al®) = B-n-3"
z zaleznosci rekurencyjnej:
B-n-3" =5B-(n—1)-3"'—=6B-(n—2)-3"*+3"
B-n-3 =5B-(n—1)-3—6B-(n—2)+ 3?
9Bn = 15Bn — 158 —6Bn+ 128+ 9
0 = —36+9

B =3 al®s) = p.3ntl

n




‘Rekurencje liniowe niejednorodne'

al®) = B-n-3"

z zaleznosci rekurencyjnej:

Wyktad 3, str. 17

B-n-3"=5B-(n—1)-3""1—6B-(n—2)-3"243n

B-n-3 =5B-(n—1)-3—6B-(n—2)+ 3?
9Bn = 15Bn —158B —6Bn+ 12B + 9

al®) = n .3t

0 = —3B+9
B =3
Ay = aq(f) —I—a,,(,f)



Wyktad 3, str. 17

‘Rekurencje liniowe niejednorodne'

al®) = B-n-3"
z zaleznosci rekurencyjnej:
B-n-3" =5B-(n—1)-3"'—=6B-(n—2)-3"*+3"
B-n-3 =5B-(n—1)-3—6B-(n—2)+ 3?
9Bn = 15Bn — 158 —6Bn+ 128+ 9
0 = —36+9

B =3 al®s) = p.3ntl

n

a,n — a(o)_l_a(s) — p2n_|_q3’n,_|_n3n_|_1

n n



Wyktad 3, str. 17

‘Rekurencje liniowe niejednorodne'

al®) = B-n-3"
z zaleznosci rekurencyjnej:
B-n-3" =5B-(n—1)-3"'—=6B-(n—2)-3"*+3"
B-n-3 =5B-(n—1)-3—6B-(n—2)+ 3?
9Bn = 15Bn — 158 —6Bn+ 128+ 9
0 = —36+9

B =3 al®s) = p.3ntl

n

n

—3 = ap = p+q
0 =a, = 2p+3¢g+9



Wyktad 3, str. 17

‘Rekurencje liniowe niejednorodne'

al®) = B-n-3"
z zaleznosci rekurencyjnej:
B-n-3" =5B-(n—1)-3"'—=6B-(n—2)-3"*+3"
B-n-3 =5B-(n—1)-3—6B-(n—2)+ 3?
9Bn = 15Bn — 158 —6Bn+ 128+ 9
0 = —36+9

B =3 al®s) = p.3ntl

n

n

—3 = ap = p+q p =
0 =a, = 2p+3¢g+9

<
|
|
%)



Wyktad 3, str. 17

‘Rekurencje liniowe niejednorodne'

al®) = B-n-3"
z zaleznosci rekurencyjnej:
B-n-3" =5B-(n—1)-3"'—=6B-(n—2)-3"*+3"
B-n-3 =5B-(n—1)-3—6B-(n—2)+ 3?
9Bn = 15Bn — 158 —6Bn+ 128+ 9
0 = —36+9

B =3 al®s) = p.3ntl

n

n

—3 = ap = p+q p =
0 =a, = 2p+3¢g+9

<
|
|
%)

a, = —3-3"+n-3"H



Wyktad 3, str. 17

‘Rekurencje liniowe niejednorodne'

al®) = B-n-3"
z zaleznosci rekurencyjnej:
B-n-3" =5B-(n—1)-3"'—=6B-(n—2)-3"*+3"
B-n-3 =5B-(n—1)-3—6B-(n—2)+ 3?
9Bn = 15Bn — 158 —6Bn+ 128+ 9
0 = —36+9

B =3 al®s) = p.3ntl

n

n

—3 = ap = p+q p =
0 =a, = 2p+3¢g+9

<
|
|
%)

a, = —3-3"+n-3"H
a, = (n—1).3""1




Wyktad 3, str. 18

‘Rekurencje liniowe niejednorodne'

Przyktad:
(—4 dlan=20
a, & {6 dan=1
Da,—1 — 6ap,_2+4" dlan>2




Wyktad 3, str. 18

‘Rekurencje liniowe niejednorodne'

Przyktad:
(—4 dlan=20
a, & {6 dlan=1
Dap—1 — 6ap,_o+4" dlan>2

Wielomian charakterystyczny: 2? — 52 +6 = (z —2) - (x — 3)



Wyktad 3, str. 18

‘Rekurencje liniowe niejednorodne'

Przyktad:
(—4 dlan=20
a, & {6 dlan=1
| Da,—1 — 6ap_2+4" dlan>2

Wielomian charakterystyczny: 22 — 52 +6 = (z —2) - (x — 3)
Pierwiastki: 1-krotny 2; 1-krotny 3



Wyktad 3, str. 18

‘Rekurencje liniowe niejednorodne'

Przyktad:
(—4 dlan=20
a, & {6 dlan=1
| Da,—1 — 6an_2+4" dlan>2

Wielomian charakterystyczny: 22 — 52 +6 = (z —2) - (x — 3)
Pierwiastki: 1-krotny 2; 1-krotny 3
Rozwiazanie ogélne postaci: al® = p-2" 4+ ¢- 3"



Wyktad 3, str. 18

‘Rekurencje liniowe niejednorodne'

Przyktad:
(—4 dlan=0
a, & {6 dan=1
Dap—1 — 6ap,_o+4" dlan>2

Wielomian charakterystyczny: 2° — 52 +6 = (. —2) - (x — 3)
Pierwiastki: 1-krotny 2; 1-krotny 3

Rozwiazanie ogélne postaci: a!® = p-2" +¢-3"
rozwigzanie ogolne o = 4
o) . v jest _
(0) . at) jest v t=20
ar ' nie jest : : (-krotnym L Iny
. . wielomianem R wyraz wolny jest
wielomianem : pierwiastkiem _ '
stopnia s wiel. char. funkcja wyktadnicza o
() jost podstawie 4, bedacej
n) jes r ‘ r _ : : :
£ | wielomianem Zgin” ntt. Zgin?’ plerW|astk|err.1 _
§ stopnia r i=0 i—0 0-krotnym wielomianu
N7 (n) jest charakterystycznego
2 | fcja wykfadn. B-nt-a™
A-a”




Wyktad 3, str. 19

‘Rekurencje liniowe niejednorodne'

a,,(,f) = B -4"



Wyktad 3, str. 19

‘Rekurencje liniowe niejednorodne'

a,,(,f) = B -4"
z zaleznosci rekurencyjnej:
B-4" = 5B 471 — 6B - 472 4 4"



‘Rekurencje liniowe niejednorodne'

a,,(,f) = B -4"

z zaleznosci rekurencyjnej:

B 4"
B - 4*

5B -4" 1 — 6B - 472 4 4"
5B -4 — 6B + 4°

Wyktad 3, str. 19



Wyktad 3, str. 19

‘Rekurencje liniowe niejednorodne'

a,,(,f) = B -4"

z zaleznosci rekurencyjnej:
B-4" = 5B 471 — 6B - 472 4 4"
B-4° = 5B-4—6B +4?
168B = 208 — 6B + 16



Wyktad 3, str. 19

‘Rekurencje liniowe niejednorodne'

a,,(,f) = B -4"
z zaleznosci rekurencyjnej:
B-4" = 5B 471 — 6B - 472 4 4"
B-4° = 5B-4—6B +4?
168B = 208 — 6B + 16
2B = 16



Wyktad 3, str. 19

‘Rekurencje liniowe niejednorodne'

a,,(,f) = B -4"
z zaleznosci rekurencyjnej:
B-4" = 5B 471 — 6B - 472 4 4"
B-4° = 5B-4—6B +4?
168B = 208 — 6B + 16
2B = 16

B = 8



Wyktad 3, str. 19

‘Rekurencje liniowe niejednorodne'

a,,(,f) = B-4"
z zaleznosci rekurencyjnej:
B-4" = 5B 471 — 6B - 472 4"
B-4° = 5B-4—6B +4?
168B = 208 — 6B + 16
2B = 16

B = 8§ als) = §.4n

n




‘Rekurencje liniowe niejednorodne'

a,,(,f) = B-4"

z zaleznosci rekurencyjnej:

B-4" = 5B 4" — 6B - 4"2% 4 4"

B-4* = 5B-4— 6B +4?
165 = 20B — 6B + 16

al®) — & .yn

n

26 = 16
B =8
Ay = aq(f) —|—a,,(,f)

Wyktad 3, str. 19



Wyktad 3, str. 19

‘Rekurencje liniowe niejednorodne'

a,,(,f) = B-4"
z zaleznosci rekurencyjnej:
B-4" = 5B 471 — 6B - 472 4"
B-4° = 5B-4—6B +4?
168B = 208 — 6B + 16
2B = 16

B = 8§ als) = §.4n

n




Wyktad 3, str. 19

‘Rekurencje liniowe niejednorodne'

a,,(,f) = B-4"
z zaleznosci rekurencyjnej:
B-4" = 5B 471 — 6B - 472 4"
B-4° = 5B-4—6B +4?
168B = 208 — 6B + 16
2B = 16

B = 8§ als) = §.4n

n

a, = al® +al®) = p.2" 4 ¢-3" +8.4"

n

—4 =a =p+qg+38



‘Rekurencje liniowe niejednorodne'

a,,(,f) = B-4"
z zaleznosci rekurencyjnej:
B-4" = 5B 471 — 6B - 472 4"
B-4° = 5B-4—6B +4?
168B = 208 — 6B + 16
2B = 16

B = 8§ als) = §.4n

n

a, = al® +al®) = p.2" 4 ¢-3" +8.4"

n

—4:a0:p+q+8 p

<
|

Wyktad 3, str. 19



‘Rekurencje liniowe niejednorodne'

a,,(,f) = B-4"
z zaleznosci rekurencyjnej:
B-4" = 5B 471 — 6B - 472 4"
B-4° = 5B-4—6B +4?
168B = 208 — 6B + 16
2B = 16

B = 8§ als) = §.4n

n

a, = al® +al®) = p.2" 4 ¢-3" +8.4"

n

—4 = ap = p+q+8 p

a, = —10-2" —-2.3"+8-4"

Wyktad 3, str. 19



‘Rekurencje liniowe niejednorodne'

a,,(,f) = B-4"
z zaleznosci rekurencyjnej:
B-4" = 5B 471 — 6B - 472 4"
B-4° = 5B-4—6B +4?
168B = 208 — 6B + 16
2B = 16

B = 8§ als) = §.4n

n

a, = al® +al®) = p.2" 4 ¢-3" +8.4"

n

—4 =a = p+qg+8 p =
a, = —10-2"—2-3" 484"

a, = —2"t1(5 4 27+2) — 2. 3"

Wyktad 3, str. 19



‘Rekurencje liniowe niejednorodne'

Przyktad: (,poprawiony” cigg Fibonacciego)

(1 dlan =0
1 dlan =1

\Cl,n—l + Qp—2 + N dla n = 2

Wyktad 3, str. 20



‘Rekurencje liniowe niejednorodne'

Przyktad: (,poprawiony” cigg Fibonacciego)

nowy sktadnik

(1 dlan =0
1 dlan =1

\CLn—l + Qp—2 + N dla n = 2

Wyktad 3, str. 20



Wyktad 3, str. 20

‘Rekurencje liniowe niejednorodne'

Przyktad: (,poprawiony” cigg Fibonacciego)
nowy sktadnik

(1 dlan =20
a, & 1 dlan =1

\CLn—l + Qp—2 + N dla n = 2

2

Wielomian charakterystyczny: z* —x —1 = (r —



Wyktad 3, str. 20

‘Rekurencje liniowe niejednorodne'

Przyktad: (,poprawiony” cigg Fibonacciego)
nowy sktadnik

(1 dlan=0
a, & 1 dlan =1

\CLn—l + Qp—2 + N dla n = 2

Wielomian charakterystyczny: z° — 2 — 1 = x —

Rozwiazanie ogélne postaci: al®) = p- <



Wyktad 3, str. 20

‘Rekurencje liniowe niejednorodne'

Przyktad: (,poprawiony” cigg Fibonacciego)
nowy sktadnik
(1 dlan =20
a, & 1 dlan=1
Up—1F apo+n dlan>2

Wielomian charakterystyczny: 22 — 2 — 1 = (2 — 1+2\/5 (x — 1_2\/5)
: : . .. (o) _ 145 )" 1-v/5\"
Rozwigzanie ogélne postaci: al?) = p-( 5 ) —|—q-( 5 )
rozwigzanie ogolne
(0) ot « jest
an
a'?) nie jest - (-krotnym
wielomianem Wlelomlanem pierwiastkiem
stopnia s :
wiel. char.
f(n) jest r r
o . .
- . . 1 s+1 )
3 W|e|om|anem ng n Zgln
= | stopnia r i=0 i=0
S | f(n) jest
-
2

fcja wyktadn.

A-a”

B-nt.-a™



Wyktad 3, str. 20

‘Rekurencje liniowe niejednorodne'

Przyktad: (,poprawiony” cigg Fibonacciego)
nowy sktadnik

)
1 dlan=20
a, & {1 dlan=1
Up—1F apo+n dlan>2
Wielomian charakterystyczny: 22 — 2 — 1 = (2 — 1+2\/5 (x — 1_2‘/5)
: : , _ n B n
Rozwigzanie ogolne postaci: aq(f) = p- (#) +q - (1 2\/5)
rozwigzanie ogolne . r —
o’ jest & Je2 — wyraz wolny jest
aiy’ nie jest wielomianem RSl wielomianem stopnia 1;
wielomianem - pierwiastkiem (0) s _ = '
stopnia s wiel. char. a ap’ nie jest
F(n) jest wielomianem
n) Jes r
? | J | tq_‘_l | i
£ | wielomianem n ‘Zgln
(@] . -
= | stopnia r i=0
S | f(n) jest
2 | fcja wykfadn. B-nt-a”
A-a”




Wyktad 3, str.21

‘Rekurencje liniowe niejednorodne'

C%(zs) = go +gin



Wyktad 3, str. 21

‘Rekurencje liniowe niejednorodne'

a%s) = go +tg1n

z zaleznosci rekurencyjnej:

go +g1m = go + g1(n — 1Z+\90 +g1(n —2)+n

7

Ve Ve



Wyktad 3, str. 21

‘Rekurencje liniowe niejednorodne'

CL?(zS) = go +tg1n

z zaleznosci rekurencyjnej:

go+g1m = go+g1(n—1)+g0+g1(n—2)+n

Ve Ve

go+g1n = (290 —391) + (291 + 1)n



Wyktad 3, str. 21

‘Rekurencje liniowe niejednorodne'

CL?(zS) = go +tg1n

z zaleznosci rekurencyjnej:

go +g1m = go +g1(n— 1) + g0 +g1(n— 2) +n

go+g1m = (290 — 391) (291 + )
(90 —391) + (g1 +)n = 0



‘Rekurencje liniowe niejednorodne'

CL?(zS) = go +tg1n

z zaleznosci rekurencyjnej:

go +g1m = go +g1(n— 1) + g0 +g1(n— 2) +n

Wyktad 3, str. 21

go+g1im = (290 — 391) + (291 + ) el
OMmian ;
(90 —3g1) + (g1 +1)n = 0 = , wtejeSttgjz zdego ,, oy
J€go v, O wt ny 0
“eystk Spéfczy:: k.gdy
I



‘Rekurencje liniowe niejednorodne'

CL?(zS) = go +tg1n

z zaleznosci rekurencyjnej:

go+g1m = go+g1(n—1)+g0+g1(n—2)+n

Ve Ve

go+g1n = (290 —3g91) + (291 + 1)n

Wyktad 3, str. 21

(90 —=391) + (91 +1)n = 0 = | wtedy ; , ;a 22dego 1, 1.
J€go Wszyst i YIko wiey Wny (
go—391 = 0 SPGtczyn, k_gdy
gl"’l = 0 Is‘? el’owe



‘Rekurencje liniowe niejednorodne'

CL?(zS) = go +tg1n

z zaleznosci rekurencyjnej:

go+g1m = go+g1(n—1)+g0+g1(n—2)+n

Ve Ve

go+g1n = (290 —3g91) + (291 + 1)n

Wyktad 3, str. 21

(90 —=391) + (91 +1)n = 0 = | wtedy ; , a kazde -
20 — 0 . 1880 w3, th Ylko wteqy . OSwny

go —og1 = go = — SPStczyny, k'g y
g1 +1 =20 g = —1 ' sg €rowe



‘Rekurencje liniowe niejednorodne'

CL?(zS) = go +tg1n

z zaleznosci rekurencyjnej:

go+g1m = go+g1(n—1)+g0+g1(n—2)+n

Ve Ve

go+g1n = (290 —3g91) + (291 + 1)n

Wyktad 3, str. 21

(90 —=391) + (91 +1)n = 0 = | wtedy ; , a kazde -
20 — 0 . 1880 w3, th Ylko wteqy . OSwny

go —og1 = go = — SPStczyny, k'g y
g1 +1 =20 g = —1 ' sg €rowe

agf) = —3—n




Wyktad 3, str. 21

‘Rekurencje liniowe niejednorodne'

CL?(zS) = go +tg1n

z zaleznosci rekurencyjnej:

go+g1m = go+g1(n—1)+g0+g1(n—2)+n

Ve Ve

go+g1n = (290 —3g91) + (291 + 1)n

(90 —3g1) + (g1 +1)n = 0 = v dla g
j ey ity 8O 7 16y,
g0 WSZy th O wte Yy 0
go—3g1 = 0 go = —3 SPGtczyp, k_gdy
g1 +1 =20 g = —1 ' sg €rowe
agf) = —3—n

a0, = a? +a = p. <1+2¢5) tq- (1_2¢5> _3_n



Wyktad 3, str. 21

‘Rekurencje liniowe niejednorodne'

CL?(zS) = go +tg1n

z zaleznosci rekurencyjnej:

go+g1m = go+g1(n—1)+g0+g1(n—2)+n

Ve Ve

go+g1n = (290 —3g91) + (291 + 1)n

n
(90 —391) + (g1 +1)n = 0 = . kaz
J€go v, " edy I'tylko Wit & rOWny 0
—3q1 = 0 — _3 SZystkie €ay, gd
go g1 go Wsp tezynn K y
g1-|-1 = (0 g1 = —1 IS‘? €rowe
agf) = —3—n

0, = a@ 1+ a® = p_<1+2¢5) +q,(1_¢5> _3_n

l =a =p+qg—3



‘Rekurencje liniowe niejednorodne'

CL?(zS) = go +tg1n

z zaleznosci rekurencyjnej:

go+g1m = go+g1(n—1)+g0+g1(n—2)+n

Ve Ve

go+g1n = (290 —3g91) + (291 + 1)n
(g0 —3g91)+ (g1 +1)n = 0 ~=

Jego s, tylko ai:e 72 réwny,
go =391 =0 go = —3 yStk SPofczyn,, k.gdy
g1 +1 =20 g = —1 ' sg €rowe
agf) = —3—n
an = o) +ai = p- (155) +q-(155) -3-n
l =a =p+qg—3 p:2—|—%

Wyktad 3, str. 21



‘Rekurencje liniowe niejednorodne'

CL?(zS) = go +tg1n

z zaleznosci rekurencyjnej:

go +g1m = go +g1(n— 1) + g0 +g1(n— 2) +n

go +g1n = (290—391)+ 291 + )

Wyktad 3, str. 21

(
WIeIOmian
(90 = 391) + (1 +1)n = 0 = J vvtej;s;t;;i 2dego 1 1.
g0 w, . O wt ny 0
go =391 = 0 go = —3 "esthie Spéfczy:: d
g+l =0 g = —1 Ki'$3 zeroye
aq(f) = —3—n
an = af vai) = po (H50) +q (B50) —3-n
1l =a =p+q—3 2+ ==
12&1:p(1+2\/5>+q 1_2\/5)_4 q_Q_%
. 3 1+v5\" 3 1-v5\"
a = (24 %) (45%) +(2-%)(57) -s-n




Wyktad 3, str. 22

‘Rekurencje liniowe niejednorodne'

Przyktad:
’% dlan =0
a, & {9 dlan=1
\Qan_l — Ap—2 T+ N dlan > 2



Wyktad 3, str.22

‘Rekurencje liniowe niejednorodne'

Przyktad:
(% dlan =0
a, & {9 dlan=1
\QCLn_l — Ap—2 + N dlan > 2

Wielomian charakterystyczny: 22 — 22 +1 = (z — 1)



Wyktad 3, str. 22

‘Rekurencje liniowe niejednorodne'

Przyktad:
’% dlan =0
a, & {9 dlan=1
\267%_1 — Ap—2 + N dlan > 2

Wielomian charakterystyczny: 2° — 22 +1 = (z — 1)
Rozwigzanie ogdlne postaci: aff) =p-1"+qg-nl" = p+qg-n



Wyktad 3, str. 22

‘Rekurencje liniowe niejednorodne'

Przyktad:
’% dla n =0
a, & {9 dlan=1
24,1 —a,_o+n dlan > 2

Wielomian charakterystyczny: 2° — 2z +1 = (2 — 1)?
Rozwigzanie ogélne postaci: a!” = p-1"+¢q-nl" = p+q-n

rozwigzanie ogolne
(0) +oet o jest
an’ jes
a'? nie Jest n ] (-krotnym
wielomianem L .
wielomianem : pierwiastkiem
stopnia s :
wiel. char.
f(n) jest r -
>\ . . o a
% W|elom|anem ngz 64—1 _ Zg”D
= | stopnia r i=0 i=0
N .
< | f(n) jest
2 | fcja wykfadn. B-nt-a™
A-a”




Wyktad 3, str. 22

‘Rekurencje liniowe niejednorodne'

Przyktad:
’% dla n =0
a, & {9 dlan=1
24,1 —a,_o+n dlan > 2

Wielomian charakterystyczny: 2° — 2z +1 = (2 — 1)?
Rozwigzanie ogélne postaci: a!” = p-1"+¢q-nl" = p+q-n

rozwigzanie ogolne r—1
o jest _
a'? nie jest ) Jes.t t-krotnym s=1 .
o wielomianem R — wyraz wolny jest
wielomianem : pierwiastkiem

stopnia s wielomianem stopnia 1;

wiel. char. (0) _ _
| ay’ jest wielomianem

_ | [(n) Jest - : - : stopnia 1
% wielomianem Z g;n’ 6“ . Z gﬂD P

= | stopnia r i=0 i=0

S | f(n) jest

2 | fcja wykfadn. B-nt-a™

A-a”



Wyktad 3, str. 23

‘Rekurencje liniowe niejednorodne'

al®) = n?.3  gin



Wyktad 3, str. 23

‘Rekurencje liniowe niejednorodne'

a?(ls) = n*- Zz'l:o gini = 90”2 =+ 91713



Wyktad 3, str. 23

‘Rekurencje liniowe niejednorodne'

s) __ 2 1 T 2 3
alf) = n*-Yiogn' = gon® +gin
z zaleznosci rekurencyjnej:

gon® +gin® = 2go(n — 1)* +2g1(n — 1)° —go(n — 2)* — g1(n — 2)° +n

Ve




Wyktad 3, str. 23

‘Rekurencje liniowe niejednorodne'

s) __ 2 1 T 2 3
alf) = n*-Yiogn' = gon® +gin
z zaleznosci rekurencyjnej:

gon® +gin® = 2go(n — 1)* +2g1(n — 1)° —go(n — 2)* — g1(n — 2)° +n

Ve

gon® + gin® = (—2g0 + 6g1) + (1 — 6g1)n + gon” + g1n”



Wyktad 3, str. 23

‘Rekurencje liniowe niejednorodne'

s) __ 2 1 T 2 3
alf) = n*-Yiogn' = gon® +gin
z zaleznosci rekurencyjnej:

gon® +gin® = 2go(n — 1)* +2g1(n — 1)° —go(n — 2)* — g1(n — 2)° +n

Ve

gon® + gin® = (—2g0 + 6g1) + (1 — 6g1)n + gon” + g1n”



Wyktad 3, str. 23

‘Rekurencje liniowe niejednorodne'

s) __ 2 1 T 2 3
alf) = n*-Yiogn' = gon® +gin
z zaleznosci rekurencyjnej:

gon® +gin® = 2go(n — 1)* +2g1(n — 1)° —go(n — 2)* — g1(n — 2)° +n

Ve

gon® + gin® = (—2g0 + 6g1) + (1 — 6g1)n + gon” + g1n”

{_290"‘691 = 0 go =
1 —-6g1 = 0 g1 =

DD DN



Wyktad 3, str. 23

‘Rekurencje liniowe niejednorodne'

s) __ 2 1 T 2 3
alf) = n*-Yiogn' = gon® +gin
z zaleznosci rekurencyjnej:

gon® +gin® = 2go(n — 1)* +2g1(n — 1)° —go(n — 2)* — g1(n — 2)° +n

Ve

gon® + gin® = (—2g0 + 6g1) + (1 — 6g1)n + gon” + g1n”

{_290"‘691 = 0 go =
1 —-6g1 = 0 g1 =

DD DN

2 3

al®) = =+ 5




Wyktad 3, str. 23

‘Rekurencje liniowe niejednorodne'

s) __ 2 1 T 2 3
alf) = n*-Yiogn' = gon® +gin
z zaleznosci rekurencyjnej:

gon® +gin® = 2go(n — 1)* +2g1(n — 1)° —go(n — 2)* — g1(n — 2)° +n

Ve

gon® + gin® = (—2g0 + 6g1) + (1 — 6g1)n + gon” + g1n”

{—290+691 = 0 go = =

1—-6g1 =0 91:%
S _ n2 n3

ay) = 5+ %




Wyktad 3, str. 23

‘Rekurencje liniowe niejednorodne'

aly) = n*-Yi_ggin' = gon®+qn®
z zaleznosci rekurencyjnej:
gon® +gin® = 2go(n — 1)* +2g1(n — 1)° —go(n — 2)* — g1(n — 2)° +n

Ve

gon® + gin® = (—2g0 + 6g1) + (1 — 6g1)n + gon” + g1n”

{—290+691 = 0 do = %
1—-6g1 =0 91:%
al®) = %2+%3

an = alf +a) = pagn+ 5+



Wyktad 3, str. 23

‘Rekurencje liniowe niejednorodne'

ay) = n*-Yi_ggmn' = gon*+ gin’
z zaleznosci rekurencyjnej:
gon® +gin® = 2go(n — 1)* +2g1(n — 1)° —go(n — 2)* — g1(n — 2)° +n

Ve

gon® + gin® = (—2g0 + 6g1) + (1 — 6g1)n + gon” + g1n”

{—290+691 = 0 do = %
1—-6g1 =0 91:%
al®) = %2+%3

an = alf +a) = pagn+ 5+

e
|
— o=



Wyktad 3, str. 23

‘Rekurencje liniowe niejednorodne'

ay) = n*-Yi_ggmn' = gon*+ gin’
z zaleznosci rekurencyjnej:
gon® +gin® = 2go(n — 1)* +2g1(n — 1)° —go(n — 2)* — g1(n — 2)° +n

Ve

gon® + gin® = (—2g0 + 6g1) + (1 — 6g1)n + gon” + g1n”

{—290+691 =0 g = 3

1—-6g1 = 0 91:%

al®) = %2+%3

an = alf +a) = pagn+ 5+
1
g = Qo = P P =3
2 =a =p+q+3 ¢ =1




Wyktad 3, str. 24

‘Wyécig zmiennych w programie'



Wyktad 3, str. 24

‘Wyécig zmiennych w programie'

int a=b=c=d=n=2;
W tej nieskonczonej petli wartosci int n = 1;
zmiennych a, b, c, d rosna za kaz- while (true) {
dym obrotem. Jak szybko ktéra rosnie? :



Wyktad 3, str. 24

‘Wys’.cig zmiennych w programie'

int a=b=c=d=n-= 2;
W tej nieskonczonej petli wartosci int n = 1;
zmiennych a, b, c, d rosna za kaz- while (true) {

dym obrotem. Jak szybko ktéra rosnie? a = atn; b = bx2;

n = nt+l;

}

Trzeba rozwigzaé nastepujace rekurencje:

B 2 dlan=0 b 2 dlan =0
=Y a4 +n dan>?2 "= Y b -2 dlan>?2

B 2 dlan=0 g 2 dlan=20
“ =Y 1on dan>2 | T Vd, 1 -d,_, dlan>?2




