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Wykład 4, str. 1

Podzielność
Twierdzenie: (o jednoznaczności dzielenia)
MNiech n, k ∈ Z i k > 0 . Wtedy istnieje dokładnie jedna para liczb q, r ∈ Z , taka

że
(A) n = k · q + r oraz

(B) 0 ¬ r < k



Wykład 4, str. 1

Podzielność
Twierdzenie: (o jednoznaczności dzielenia)
MNiech n, k ∈ Z i k > 0 . Wtedy istnieje dokładnie jedna para liczb q, r ∈ Z , taka

że
(A) n = k · q + r oraz

(B) 0 ¬ r < k❪ „sprawdzanie dzielenia przez mnożenie”
(3. klasa szk. podst.)



Wykład 4, str. 1

Podzielność
Twierdzenie: (o jednoznaczności dzielenia)
MNiech n, k ∈ Z i k > 0 . Wtedy istnieje dokładnie jedna para liczb q, r ∈ Z , taka

że
(A) n = k · q + r oraz

(B) 0 ¬ r < k❪ „sprawdzanie dzielenia przez mnożenie”
(3. klasa szk. podst.)

oznaczenia:

q = n / k — iloraz całkowity

r = n mod k — reszta



Wykład 4, str. 1

Podzielność
Twierdzenie: (o jednoznaczności dzielenia)
MNiech n, k ∈ Z i k > 0 . Wtedy istnieje dokładnie jedna para liczb q, r ∈ Z , taka

że
(A) n = k · q + r oraz

(B) 0 ¬ r < k❪ „sprawdzanie dzielenia przez mnożenie”
(3. klasa szk. podst.)

oznaczenia:

q = n / k — iloraz całkowity

r = n mod k — reszta
n = k · (n/k) + n mod k



Wykład 4, str. 1

Podzielność
Twierdzenie: (o jednoznaczności dzielenia)
MNiech n, k ∈ Z i k > 0 . Wtedy istnieje dokładnie jedna para liczb q, r ∈ Z , taka

że
(A) n = k · q + r oraz

(B) 0 ¬ r < k❪ „sprawdzanie dzielenia przez mnożenie”
(3. klasa szk. podst.)

oznaczenia:

q = n / k — iloraz całkowity

r = n mod k — reszta
n = k · (n/k) + n mod k

Uwaga: komputery liczą inaczej. . .



Wykład 4, str. 1

Podzielność
Twierdzenie: (o jednoznaczności dzielenia)
MNiech n, k ∈ Z i k > 0 . Wtedy istnieje dokładnie jedna para liczb q, r ∈ Z , taka

że
(A) n = k · q + r oraz

(B) 0 ¬ r < k❪ „sprawdzanie dzielenia przez mnożenie”
(3. klasa szk. podst.)

oznaczenia:

q = n / k — iloraz całkowity

r = n mod k — reszta
n = k · (n/k) + n mod k

Uwaga: komputery liczą inaczej. . .

matematyka program w C (A) spełnione (B) spełnione

7/3 = 2
7 mod 3 = 1

7/3 = 2

7%3 = 1
tak tak

(−7)/3 = −3
(−7) mod 3 = 2

(-7)/3 = -2

(-7)%3 = -1
tak nie

7/(−3) = błąd
7 mod (−3) = błąd

7/(-3) = -2

7%(-3) = 1
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(−7)/(−3) = błąd
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(-7)/(-3) == 2

(-7)%(-3) == -1
tak nie
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r = n; q = 0;

while (r < 0 || r >= k)

if (r < 0) { r += k; q--; }
else { r -= k; q++; }
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nieujemna
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dzielnik☛

iloraz

✿

reszta

• tak liczą komputery

• znacznie szybsze niż wielokrotne odejmowanie

• trudniejsze do zaprogramowania i przekonania się o poprawności
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— podzielić przeciwną liczbę dodatnią i wynik poprawić j.w.
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Algorytm Euklidesa (do liczenia nwd)

❄

a = n; b = k;

❄

b > 0 b == 0

❄

r = a mod b;

❄

❄

a = b; b = r;

✲
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✲na początku:
n ­ k > 0
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Twierdzenie:
MJeśli a, b ∈ Z i co najmniej jedna z liczb a i b jest różna od zera, to
istnieją takie współczynniki x, y ∈ Z, że

nwd(a, b) = x · a+ y · b
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Dowód:
Indukcja ze względu na liczbę kroków wykonywanych przez algorytm Eu-
klidesa do momentu, kiedy jeden z argumentów stanie się zerem.
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Jak znaleźć współczynniki takiej kombinacji liniowej?
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Dla danych a, b ∈ Z (przynajmniej jedna z nich różna od zera) chcemy
wyznaczyć takie x, y ∈ Z, że
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Działamy na kombinacjach liniowych liczb a i b.
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Przykład: nwd(1200, 372) = ? · 1200 + ? · 372
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W każdym kroku:

• po lewej stronie równości stosujemy algorytm Euklidesa; t.zn.
x = . . .
y = . . .

x−(x/y)·y = . . .❄
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• po lewej stronie równości stosujemy algorytm Euklidesa; t.zn.
x = . . .
y = . . .

x−(x/y)·y = . . .❄

• po prawej stronie równości stosujemy te same działania na współ-
czynnikach kombinacji liniowej:
. . . = v · a . . .
. . . = z · a . . .

. . . = v−(x/y)·z · a . . .
❄
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nwd(a, b) jako kombinacja liniowa a i b

Jak znaleźć współczynniki takiej kombinacji liniowej?

x = v · a + w · b
y = z · a + t · b
? = ? · a + ? · b
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Jak znaleźć współczynniki takiej kombinacji liniowej?

x = v · a + w · b
y = z · a + t · b
? = ? · a + ? · b✲

TUTAJ:
reszta z dzielenia
x przez y :
x− (x/y) · y
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Odważnikami a-gramowymi i b-gramowymi można odważyć c gramów to-
waru ⇐⇒ nwd(a, b) | c, czyli c jest wielokrotnością nwd(a, b)
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— ponieważ 2 · 11− 3 · 7 = 1 , więc jeśli trzeba zapłacić n zł, to:
2n · 11− 3n · 7 = n

należy dać 2n monet po 11 zł i dostać reszty 3n monet po 7 zł.
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Żeby dowiedzieć się, ile lat przeżył Diofantos, trzeba
• znać łacinę, oraz
• rozwiązać proste równanie diofantyczne.
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Andrew Wiles w 1995.
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d = nwd(n,m) = n · x′ +m · y′
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Żeby je znaleźć najlepiej jest zacząć od podzielenia obu stron równania przez 4 i otrzymać
prostsze równoważne

3x+ 7y = 2

Algorytm Euklidesa, żeby wyznaczyć takie m,n ∈ Z, że
nwd(3, 7) = 3m+ 7n :

7 = 1·7 +0·3
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3 = 0·7 +1·3
1 = 1·7 − 2·3

więc (−2) · 3 + 1 · 7 = 1 , więc
{
x = −2 · 2
y = 1 · 2

}

=

{
x = −4
y = 2

}

jest jednym z rozwiązań
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Liniowe równania diofantyczne

Przykład: 12x+ 28y = 8

NWD współczynników wynosi 4, wyraz wolny dzieli się przez 4, więc rozwiązania istnieją.
Żeby je znaleźć najlepiej jest zacząć od podzielenia obu stron równania przez 4 i otrzymać
prostsze równoważne

3x+ 7y = 2

Algorytm Euklidesa, żeby wyznaczyć takie m,n ∈ Z, że
nwd(3, 7) = 3m+ 7n :

7 = 1·7 +0·3
3 = 0·7 +1·3
1 = 1·7 − 2·3

więc (−2) · 3 + 1 · 7 = 1 , więc
{
x = −2 · 2
y = 1 · 2

}

=

{
x = −4
y = 2

}

jest jednym z rozwiązań

Wszystkie rozwiązania:
{

x = −4 + 7t
y = 2− 3t

}
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Definicja:
MLiczba n ∈ N jest pierwsza, jeśli dzieli się tylko przez 1 i n.
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MLiczba n ∈ N jest pierwsza, jeśli dzieli się tylko przez 1 i n.

Twierdzenie: (Euklidesa)
MZbiór P liczb pierwszych jest nieskończony.

Dowód:
Gdyby był skończony, P = {p1, . . . , pn}, to niech ℓ będzie iloczynem
wszystkich tych liczb:

ℓ = p1 · . . . · pn
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Liczba ℓ+ 1 nie dzieli się przez żadną liczbę ze zbioru P (zawsze daje
resztę 1), więc jest pierwsza; ale jest większa od wszystkich w P —
sprzeczność.
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Liczby pierwsze

Sito Eratosthenesa — do znajdywania wszystkich liczb pierwszych nie
większych od danego n ∈ N.
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Sito Eratosthenesa — do znajdywania wszystkich liczb pierwszych nie
większych od danego n ∈ N.

Tabliczka wszystkich liczb od 2 do n pomalowanych na biało. Przeglądamy
te liczby od najmniejszej w górę; dla każdej białej p:
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Liczby pierwsze

Sito Eratosthenesa — do znajdywania wszystkich liczb pierwszych nie
większych od danego n ∈ N.

Tabliczka wszystkich liczb od 2 do n pomalowanych na biało. Przeglądamy
te liczby od najmniejszej w górę; dla każdej białej p:

• przemalowujemy p na zielono
• począwszy od 2p co p-tą liczbę przemalowujemy na czerwono

for (p=2; p<=n; p++)
if (p jest biała) {
przemaluj p na zielono;
for (i=2*p; i<=n; i=i+p)
przemaluj i na czerwono;

}

Liczby zielone są pierwsze.
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Liczby pierwsze

Sito Eratosthenesa — do znajdywania wszystkich liczb pierwszych nie
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Liczby pierwsze

Sito Eratosthenesa — do znajdywania wszystkich liczb pierwszych nie
większych od danego n ∈ N.

Tabliczka wszystkich liczb od 2 do n pomalowanych na biało. Przeglądamy
te liczby od najmniejszej w górę; dla każdej białej p:
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for (i=2*p; i<=n; i=i+p)
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Liczby zielone są pierwsze.
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Liczby pierwsze

Sito Eratosthenesa — do znajdywania wszystkich liczb pierwszych nie
większych od danego n ∈ N.

Tabliczka wszystkich liczb od 2 do n pomalowanych na biało. Przeglądamy
te liczby od najmniejszej w górę; dla każdej białej p:

• przemalowujemy p na zielono
• począwszy od 2p co p-tą liczbę przemalowujemy na czerwono

for (p=2; p<=n; p++)
if (p jest biała) {
przemaluj p na zielono;
for (i=2*p; i<=n; i=i+p)
przemaluj i na czerwono;

}

Liczby zielone są pierwsze.
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Liczby pierwsze

Sito Eratosthenesa — do znajdywania wszystkich liczb pierwszych nie
większych od danego n ∈ N.

Tabliczka wszystkich liczb od 2 do n pomalowanych na biało. Przeglądamy
te liczby od najmniejszej w górę; dla każdej białej p:

• przemalowujemy p na zielono
• począwszy od 2p co p-tą liczbę przemalowujemy na czerwono

for (p=2; p<=n; p++)
if (p jest biała) {
przemaluj p na zielono;
for (i=2*p; i<=n; i=i+p)
przemaluj i na czerwono;

}

Liczby zielone są pierwsze.
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Sito Eratosthenesa — do znajdywania wszystkich liczb pierwszych nie
większych od danego n ∈ N.

Tabliczka wszystkich liczb od 2 do n pomalowanych na biało. Przeglądamy
te liczby od najmniejszej w górę; dla każdej białej p:

• przemalowujemy p na zielono
• począwszy od 2p co p-tą liczbę przemalowujemy na czerwono

for (p=2; p<=n; p++)
if (p jest biała) {
przemaluj p na zielono;
for (i=2*p; i<=n; i=i+p)
przemaluj i na czerwono;

}

Liczby zielone są pierwsze.
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Liczby pierwsze

Sito Eratosthenesa — do znajdywania wszystkich liczb pierwszych nie
większych od danego n ∈ N.

Tabliczka wszystkich liczb od 2 do n pomalowanych na biało. Przeglądamy
te liczby od najmniejszej w górę; dla każdej białej p:

• przemalowujemy p na zielono
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}
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Liczby pierwsze

Sito Eratosthenesa — do znajdywania wszystkich liczb pierwszych nie
większych od danego n ∈ N.

Tabliczka wszystkich liczb od 2 do n pomalowanych na biało. Przeglądamy
te liczby od najmniejszej w górę; dla każdej białej p:

• przemalowujemy p na zielono
• począwszy od 2p co p-tą liczbę przemalowujemy na czerwono

for (p=2; p<=n; p++)
if (p jest biała) {
przemaluj p na zielono;
for (i=2*p; i<=n; i=i+p)
przemaluj i na czerwono;

}

Liczby zielone są pierwsze.
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Liczby pierwsze

Sito Eratosthenesa — do znajdywania wszystkich liczb pierwszych nie
większych od danego n ∈ N.

Tabliczka wszystkich liczb od 2 do n pomalowanych na biało. Przeglądamy
te liczby od najmniejszej w górę; dla każdej białej p:

• przemalowujemy p na zielono
• począwszy od 2p co p-tą liczbę przemalowujemy na czerwono

for (p=2; p<=n; p++)
if (p jest biała) {
przemaluj p na zielono;
for (i=2*p; i<=n; i=i+p)
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}

Liczby zielone są pierwsze.
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Liczby pierwsze

Sito Eratosthenesa — do znajdywania wszystkich liczb pierwszych nie
większych od danego n ∈ N.

Tabliczka wszystkich liczb od 2 do n pomalowanych na biało. Przeglądamy
te liczby od najmniejszej w górę; dla każdej białej p:

• przemalowujemy p na zielono
• począwszy od 2p co p-tą liczbę przemalowujemy na czerwono

for (p=2; p<=n; p++)
if (p jest biała) {
przemaluj p na zielono;
for (i=2*p; i<=n; i=i+p)
przemaluj i na czerwono;

}

Liczby zielone są pierwsze.
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Liczby pierwsze

Sito Eratosthenesa — do znajdywania wszystkich liczb pierwszych nie
większych od danego n ∈ N.

Tabliczka wszystkich liczb od 2 do n pomalowanych na biało. Przeglądamy
te liczby od najmniejszej w górę; dla każdej białej p:
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for (p=2; p<=n; p++)
if (p jest biała) {
przemaluj p na zielono;
for (i=2*p; i<=n; i=i+p)
przemaluj i na czerwono;

}

Liczby zielone są pierwsze.
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Liczby pierwsze

Sito Eratosthenesa — do znajdywania wszystkich liczb pierwszych nie
większych od danego n ∈ N.

Tabliczka wszystkich liczb od 2 do n pomalowanych na biało. Przeglądamy
te liczby od najmniejszej w górę; dla każdej białej p:

• przemalowujemy p na zielono
• począwszy od 2p co p-tą liczbę przemalowujemy na czerwono

for (p=2; p<=n; p++)
if (p jest biała) {
przemaluj p na zielono;
for (i=2*p; i<=n; i=i+p)
przemaluj i na czerwono;

}

Liczby zielone są pierwsze.
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Liczby pierwsze

Sito Eratosthenesa — do znajdywania wszystkich liczb pierwszych nie
większych od danego n ∈ N.

Tabliczka wszystkich liczb od 2 do n pomalowanych na biało. Przeglądamy
te liczby od najmniejszej w górę; dla każdej białej p:

• przemalowujemy p na zielono
• począwszy od 2p co p-tą liczbę przemalowujemy na czerwono

for (p=2; p<=n; p++)
if (p jest biała) {
przemaluj p na zielono;
for (i=2*p; i<=n; i=i+p)
przemaluj i na czerwono;

}

Liczby zielone są pierwsze.
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Liczby pierwsze

Sito Eratosthenesa — do znajdywania wszystkich liczb pierwszych nie
większych od danego n ∈ N.

Tabliczka wszystkich liczb od 2 do n pomalowanych na biało. Przeglądamy
te liczby od najmniejszej w górę; dla każdej białej p:

• przemalowujemy p na zielono
• począwszy od 2p co p-tą liczbę przemalowujemy na czerwono

for (p=2; p<=n; p++)
if (p jest biała) {
przemaluj p na zielono;
for (i=2*p; i<=n; i=i+p)
przemaluj i na czerwono;

}

Liczby zielone są pierwsze.
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Sito Eratosthenesa — do znajdywania wszystkich liczb pierwszych nie
większych od danego n ∈ N.

Tabliczka wszystkich liczb od 2 do n pomalowanych na biało. Przeglądamy
te liczby od najmniejszej w górę; dla każdej białej p:

• przemalowujemy p na zielono
• począwszy od 2p co p-tą liczbę przemalowujemy na czerwono

for (p=2; p<=n; p++)
if (p jest biała) {
przemaluj p na zielono;
for (i=2*p; i<=n; i=i+p)
przemaluj i na czerwono;

}

Liczby zielone są pierwsze.

2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
p
13 14 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24 25 26



Wykład 4, str. 25

Liczby pierwsze

Sito Eratosthenesa — do znajdywania wszystkich liczb pierwszych nie
większych od danego n ∈ N.

Tabliczka wszystkich liczb od 2 do n pomalowanych na biało. Przeglądamy
te liczby od najmniejszej w górę; dla każdej białej p:

• przemalowujemy p na zielono
• począwszy od 2p co p-tą liczbę przemalowujemy na czerwono

for (p=2; p<=n; p++)
if (p jest biała) {
przemaluj p na zielono;
for (i=2*p; i<=n; i=i+p)
przemaluj i na czerwono;

}

Liczby zielone są pierwsze.
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Liczby pierwsze

Sito Eratosthenesa — do znajdywania wszystkich liczb pierwszych nie
większych od danego n ∈ N.

Tabliczka wszystkich liczb od 2 do n pomalowanych na biało. Przeglądamy
te liczby od najmniejszej w górę; dla każdej białej p:

• przemalowujemy p na zielono
• począwszy od 2p co p-tą liczbę przemalowujemy na czerwono

for (p=2; p<=n; p++)
if (p jest biała) {
przemaluj p na zielono;
for (i=2*p; i<=n; i=i+p)
przemaluj i na czerwono;

}

Liczby zielone są pierwsze.
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Sito Eratosthenesa — do znajdywania wszystkich liczb pierwszych nie
większych od danego n ∈ N.

Tabliczka wszystkich liczb od 2 do n pomalowanych na biało. Przeglądamy
te liczby od najmniejszej w górę; dla każdej białej p:

• przemalowujemy p na zielono
• począwszy od 2p co p-tą liczbę przemalowujemy na czerwono

for (p=2; p<=n; p++)
if (p jest biała) {
przemaluj p na zielono;
for (i=2*p; i<=n; i=i+p)
przemaluj i na czerwono;

}

Liczby zielone są pierwsze.
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Liczby pierwsze

Nie ma prostego wzoru na liczby pierwsze.
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Twierdzenie: (zasadnicze twierdzenie arytmetyki)
MKażda liczba n ∈ N, n > 1, ma jednoznaczne przedstawienie w postaci
iloczynu liczb pierwszych:
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a wykładniki k1, k2, . . . , kr są wszystkie większe od zera.
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frowania.
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