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Wyktad 4, str. 1

\ Podzielnhosc I

Twierdzenie: (o jednoznacznos$ci dzielenia)

Niech n,k e Z i k> 0. Wtedy istnieje doktadnie jedna para liczb q,r € Z , taka
ze

oraz

(A) n =k q+
(B) 0<r<k



Wyktad 4, str. 1

\ Podzielnhosc I

Twierdzenie: (o jednoznacznos$ci dzielenia)
Niech n,k e Z i k> 0. Wtedy istnieje doktadnie jedna para liczb q,r € Z , taka

zZe
n = k-
B) O<r<h—0

,Sprawdzanie dzielenia przez mnozenie”

(3. klasa szk. podst.)



Wyktad 4, str. 1

\ Podzielnhosc I

Twierdzenie: (o jednoznacznos$ci dzielenia)

Niech n,k e Z i k> 0. Wtedy istnieje doktadnie jedna para liczb q,r € Z , taka
ze

(A) n ==k-qg+ oraz

(B) 0<r< N___ _____________________________________ .sprawdzanie dzielenia przez mnozenie”
oznaczenia: (3. klasa szk. podst.)

qg=n/k — iloraz calkowity

r =n mod k — reszta



Wyktad 4, str. 1

\ Podzielnhosc I

Twierdzenie: (o jednoznacznos$ci dzielenia)

Niech n, ke Z i k> 0. Wtedy istnieje dokladnie jedna para liczb q,r € 7 , taka
ze

(A) n=%Fk-qg+r oraz

(B) 0<r< N ___________________________________ .sprawdzanie dzielenia przez mnozenie”
oznAcTenia: (3. klasa szk. podst.)

qgq=n/k — iloraz catkowity

r =n mod k — reszta n = k-(n/k)+nmodk



Wyktad 4, str. 1

\ Podzielnhosc I

Twierdzenie: (o jednoznacznos$ci dzielenia)

Niech n,k e Z i k> 0. Wtedy istnieje doktadnie jedna para liczb q,r € Z , taka
ze

(A) n =Fk-:
(B) 0<r< N .sprawdzanie dzielenia przez mnozenie”

...................................... (3. kla,sa SZk- podst,)

oznaczenia:
=n/k — iloraz catkowit
g:n/modkreszta g n = k-(n/k)+nmod k

Uwaga: komputery licza inaczej. ..



Wyktad 4, str. 1

\ Podzielnhosc I

Twierdzenie: (o jednoznacznos$ci dzielenia)

Niech n,k e Z i k> 0. Wtedy istnieje dokladnie jedna para liczb q,r € Z , taka
ze

(A) n ==k-qg+r oraz

(B) 0<r< N__ _______________________________________ .sprawdzanie dzielenia przez mnozenie”
oznaczenia: (3. klasa szk. podst.)

q=mn/k — iloraz calkowity

r:n{modkreszta n = k- (n/k)+nmod k

Uwaga: komputery licza inaczej. ..

matematyka

7/3 =2
7mod 3 =1




Wyktad 4, str. 1

\ Podzielnhosc I

Twierdzenie: (o jednoznacznos$ci dzielenia)

Niech n,k e Z i k> 0. Wtedy istnieje dokladnie jedna para liczb q,r € Z , taka
ze

(A) n ==k-qg+r oraz

(B) 0<r< N__ _______________________________________ .sprawdzanie dzielenia przez mnozenie”
oznaczenia: (3. klasa szk. podst.)

q=mn/k — iloraz calkowity

r:n{modkreszta n = k- (n/k)+nmod k

Uwaga: komputery licza inaczej. ..

matematyka
7/3 =2
7mod 3 =1
=N/3 =3
(—=7) mod 3 =2




Wyktad 4, str. 1

\ Podzielnhosc I

Twierdzenie: (o jednoznacznos$ci dzielenia)

Niech n,k e Z i k> 0. Wtedy istnieje dokladnie jedna para liczb q,r € Z , taka
ze

(A) n ==k-qg+r oraz

(B) 0<r< N__ _______________________________________ .sprawdzanie dzielenia przez mnozenie”
oznaczenia: (3. klasa szk. podst.)

q=mn/k — iloraz calkowity

r:n{modkreszta n = k- (n/k)+nmod k

Uwaga: komputery licza inaczej. ..

matematyka
7/3 =2
7mod 3 =1
=N/3 =3
(—=7) mod 3 =2

7/(—3) = btad
7 mod (—3) = btad




Wyktad 4, str. 1

\ Podzielnhosc I

Twierdzenie: (o jednoznacznos$ci dzielenia)

Niech n,k e Z i k> 0. Wtedy istnieje dokladnie jedna para liczb q,r € Z , taka
ze

(A) n=kg+r oraz

(B) 0<r< N__ _______________________________________ .sprawdzanie dzielenia przez mnozenie”
oznaczenia: (3. klasa szk. podst.)

qg=n/k — iloraz calkowity

r:n{modkreszta n = k- (n/k)+nmod k

Uwaga: komputery licza inaczej. ..

matematyka
7/3 =2
7mod 3 =1
=N/3 =3
(—=7) mod 3 =2

7/(—3) = btad
7 mod (—3) = btad

(=7)/(=3) = btad
(—7) mod (—3) = btad




Wyktad 4, str. 1

\ Podzielnhosc I

Twierdzenie: (o jednoznacznos$ci dzielenia)

Niech n,k e Z i k> 0. Wtedy istnieje dokladnie jedna para liczb q,r € Z , taka
ze

(A) n ==khkq+r oraz

(B) 0<r< N__ _______________________________________ .sprawdzanie dzielenia przez mnozenie”
oznaczenia: (3. klasa szk. podst.)

q=mn/k — iloraz calkowity

r:n{modkreszta n = k- (n/k)+nmod k

Uwaga: komputery licza inaczej. ..

matematyka program w C
7/3 =2 7/3 = 2
7mod 3 =1 7463 = 1
(=7)/3=-3
(—=7) mod 3 =2
7/(—3) = btad
7 mod (—3) = btad
(=7)/(=3) = btad
(—7) mod (—3) = btad




Wyktad 4, str. 1

\ Podzielnhosc I

Twierdzenie: (o jednoznacznos$ci dzielenia)

Niech n,k e Z i k> 0. Wtedy istnieje dokladnie jedna para liczb q,r € Z , taka
ze

(A) n ==k-qg+r oraz

(B) 0<r< N__ _______________________________________ .sprawdzanie dzielenia przez mnozenie”
oznaczenia: (3. klasa szk. podst.)

q=mn/k — iloraz calkowity

r:n{modkreszta n = k- (n/k)+nmod k

Uwaga: komputery licza inaczej. ..

matematyka program w C (A) spetnione
7/3 =2 7/3 = 2
7mod 3 =1 743 = 1
(=7)/3 = -3
(—=7) mod 3 =2
7/(—3) = btad
7 mod (—3) = btad
(=7)/(=3) = btad
(—7) mod (—3) = btad

tak




Wyktad 4, str. 1

\ Podzielnhosc I

Twierdzenie: (o jednoznacznos$ci dzielenia)

Niech n,k e Z 1 k> 0. Wtedy istnieje doktadnie jedna para liczb q,r € Z , taka
ze

(A) n==k-qgt+r oraz

<B) O < r < ‘k\—— ____________________________________ nspraWdzanie dZielenia przez mnOZenie”
oznaczenia: (3. klasa szk. podst.)

qg=n/k — iloraz calkowity

T:n{modkreszta n = k-(n/k)+nmod k

Uwaga: komputery liczg inaczej. ..

matematyka program w C (A) spetnione | (B) spetnione
7/3 =2 7/3 = 2
7mod 3 =1 7%3 = 1
(=7)/3 = -3
(—7) mod 3 =2
7/(—3) = btad
7 mod (—3) = btad
(=7)/(=3) = btad
(—7) mod (—3) = bfad

tak tak




Wyktad 4, str. 1

\ Podzielnhosc I

Twierdzenie: (o jednoznacznos$ci dzielenia)

Niech n,k e Z 1 k> 0. Wtedy istnieje doktadnie jedna para liczb q,r € Z , taka
ze

(A) n==k-qgt+r oraz

<B) O < r < ‘k\—— ____________________________________ nspraWdzanie dZielenia przez mnOZenie”
oznaczenia: (3. klasa szk. podst.)

qg=n/k — iloraz calkowity

T:n{modkreszta n = k-(n/k)+nmod k

Uwaga: komputery liczg inaczej. ..

matematyka program w C (A) spetnione | (B) spetnione
/3 =2 7/3 = 2
7 m{)d 3=1 7%3 = 1 tak tak
(=7)/3 = -3 (-7)/3 = -2
(—7) mod 3 =2 (-7)%3 = -1
7/(—3) = bfad
7 mod (—3) = btad
(=7)/(—3) = btad
(—7) mod (—3) = bfad




Wyktad 4, str. 1

\ Podzielnhosc I

Twierdzenie: (o jednoznacznos$ci dzielenia)

Niech n,k e Z 1 k> 0. Wtedy istnieje doktadnie jedna para liczb q,r € Z , taka
ze

(A) n==k-qgt+r oraz

<B) O < r < ‘k\—— ____________________________________ nspraWdzanie dZielenia przez mnOZenie”
oznaczenia: (3. klasa szk. podst.)

qg=n/k — iloraz calkowity

T:n{modkreszta n = k-(n/k)+nmod k

Uwaga: komputery liczg inaczej. ..

matematyka program w C (A) spetnione | (B) spetnione
7/3 =2 7/3 = 2
7Tmod 3 =1 743 = 1 tak tak
(=7)/3 = -3 (-7)/3 = -2 .
(—7) mod 3 = 2 -7)%3 = -1 tak nie
7/(—3) = bfad
7 mod (—3) = btad
(=7)/(—3) = btad
(—7) mod (—3) = bfad




Wyktad 4, str. 1

\ Podzielnhosc I

Twierdzenie: (o jednoznacznos$ci dzielenia)

Niech n,k e Z 1 k> 0. Wtedy istnieje doktadnie jedna para liczb q,r € Z , taka
ze

(A) n==k-qgt+r oraz

<B) O < r < ‘k\—— ____________________________________ nspraWdzanie dZielenia przez mnOZenie”
oznaczenia: (3. klasa szk. podst.)

qg=n/k — iloraz calkowity

T:n{modkreszta n = k-(n/k)+nmod k

Uwaga: komputery liczg inaczej. ..

matematyka program w C (A) spetnione | (B) spetnione
7/3 =2 7/3 = 2
7 mod 3 =1 73 = 1 tak tak
(=7)/3 = -3 (-7)/3 = -2 .
(—7) mod 3 = 2 (-7)%3 = -1 tak e
7/(—3) = btad 7/(-3) = -2
7 mod (—3) = bfad 7h(-3) =1
(=7)/(—3) = btad
(—7) mod (—3) = bfad




Wyktad 4, str. 1

\ Podzielnhosc I

Twierdzenie: (o jednoznacznos$ci dzielenia)

Niech n,k e Z 1 k> 0. Wtedy istnieje doktadnie jedna para liczb q,r € Z , taka
ze

(A) n==k-qgt+r oraz

<B) O < r < ‘k\—— ____________________________________ nspraWdzanie dZielenia przez mnOZenie”
oznaczenia: (3. klasa szk. podst.)

qg=n/k — iloraz calkowity

T:n{modkreszta n = k-(n/k)+nmod k

Uwaga: komputery liczg inaczej. ..

matematyka program w C (A) spetnione | (B) spetnione
7/3=2 7/3 = 2
7mod 3 =1 793 = 1 tak tak
(=7)/3 ==3 (-7)/3 = -2 _
(—7) mod 3 =2 (-7)%3 = -1 tak nie
7/(—3) = btad 7/(-3) = -2 |
7 mod (—3) = biad 7%(-3) = 1 tak nie
(=7)/(=3) = btad
(—=7) mod (—3) = btad




Wyktad 4, str. 1

\ Podzielnhosc I

Twierdzenie: (o jednoznacznos$ci dzielenia)

Niech n,k e Z 1 k> 0. Wtedy istnieje doktadnie jedna para liczb q,r € Z , taka
ze

(A) n==k-qgt+r oraz

<B) O < r < ‘k\—— ____________________________________ nspraWdzanie dZielenia przez mnOZenie”
oznaczenia: (3. klasa szk. podst.)

qg=n/k — iloraz calkowity

T:n{modkreszta n = k-(n/k)+nmod k

Uwaga: komputery liczg inaczej. ..

matematyka program w C (A) spetnione | (B) spetnione
7/3 =2 7/3 = 2
7Tmod 3 =1 793 = 1 tak tak
(=7)/3=-3 (-7)/3 = -2 _
(—7) mod 3 =2 (-7)%3 = -1 tak nie
7/(—=3) = btad 7/(-3) = -2 _
7 mod (—3) = biad 7%(-3) = 1 tak nie
(=7)/(=3) = btad (-7)/(-3) ==
(—7) mod (—3) =bfad | (-7)%(-3) == -1




Wyktad 4, str. 1

\ Podzielnhosc I

Twierdzenie: (o jednoznacznos$ci dzielenia)
Niech n,k e Z 1 k> 0. Wtedy istnieje doktadnie jedna para liczb q,r € Z , taka
ze

(A) n==k-qgt+r oraz

<B) O < r < ‘k\—— ____________________________________ nspraWdzanie dZielenia przez mnOZenie”
oznaczenia: (3. klasa szk. podst.)

qg=n/k — iloraz calkowity

T:n{modkreszta n = k-(n/k)+nmod k

Uwaga: komputery liczg inaczej. ..

matematyka program w C (A) spetnione | (B) spetnione
7 ;{)?1:3 2: 1 ;ﬁ _ f tak tak
B
L (9 eted | e 1 | e
(—(7; Zé(d_(g z3:) i){?ﬁflazd (<——77))%/(<—_33)) B tak nie




Wyktad 4, str.2

\ Podzielnhosc I

Twierdzenie: (o jednoznacznosci dzielenia)
Niech n,k e Z i k> 0. Wtedy istnieje doktadnie jedna para liczb q,r € Z , taka
ze

n==%k-q+r oraz 0<r<k



Wyktad 4, str.2

\ Podzielnhosc I

Twierdzenie: (o jednoznacznosci dzielenia)

Niech n,k e Z i k> 0. Wtedy istnieje doktadnie jedna para liczb q,r € Z , taka
ze

n==%k-q+r oraz 0<r<k

Na tym wyktadzie:

e dzielnik k jest zawsze ostro
dodatni:



Wyktad 4, str. 2

\ Podzielnhosc I

Twierdzenie: (o jednoznacznosci dzielenia)

Niech n,k e Z i k> 0. Wtedy istnieje doktadnie jedna para liczb q,r € Z , taka
ze

n==%k-q+r oraz 0<r<k

Na tym wyktadzie:

e dzielnik k jest zawsze ostro
dodatni;

e k|n oznacza:
— nmod k=0



Wyktad 4, str. 2

\ Podzielnhosc I

Twierdzenie: (o jednoznacznos$ci dzielenia)

Niech n,k e Z i k> 0. Wtedy istnieje doktadnie jedna para liczb q,r € Z , taka
ze

n==%k-q+r oraz 0<r<k

Na tym wyktadzie:

e dzielnik k jest zawsze ostro
dodatni;

e k|n oznacza:
— n mod k =0, czyli



Wyktad 4, str.2

\ Podzielnhosc I

Twierdzenie: (o jednoznacznosci dzielenia)

Niech n, ke Z i k> 0. Wtedy istnieje dokladnie jedna para liczb q,r € 7 , taka
ze

n==%k-q+r oraz 0<r<k

Na tym wyktadzie:

e dzielnik k£ jest zawsze ostro
dodatni;

e k|n oznacza:
— n mod k =0, czyli
— dyez k- q=n, czyli
— n dzieli sie przez k



Wyktad 4, str. 2

\ Podzielnhosc I

Twierdzenie: (o jednoznacznosci dzielenia)
Niech n,k e Z i k> 0. Wtedy istnieje doktadnie jedna para liczb q,r € Z , taka
ze

n==%k-q+r oraz 0<r<k

Na tym wyktadzie:

e dzielnik k jest zawsze ostro
dodatni;

e k|n oznacza:
— n mod k£ =0, czyli
— dyez k- q=n, czyli
— n dzieli sie przez k, czyli
— k jest dzielnikiem n



Wyktad 4, str.2

\ Podzielnoéé.

Twierdzenie: (o jednoznacznosci dzielenia)

Niech n,k e Z i k> 0. Wtedy istnieje dokladnie jedna para liczb q,r € 7 , taka
ze

n==%k-q+r oraz 0<r<k

Na tym wyktadzie:

e dzielnik k jest zawsze ostro
dodatni;

e k|n oznacza:
— n mod k =0, czyli
— dyez k- q=n, czyli
— n dzieli sie przez k, czyli
— k jest dzielnikiem n

e kf/n oznacza — k|n



Wyktad 4, str.2

\ Podzielnoéé.

Twierdzenie: (o jednoznacznosci dzielenia)

Niech n,k e Z i k> 0. Wtedy istnieje dokladnie jedna para liczb q,r € 7 , taka
ze

n==%k-q+r oraz 0<r<k

Na tym wyktadzie:

e dzielnik k jest zawsze ostro
dodatni;

e k|n oznacza:
— n mod k =0, czyli
— dyez k- q=n, czyli
— n dzieli sie przez k, czyli
— k jest dzielnikiem n

e k/n oznacza — k|n , czyli k nie
jest dzielnikiem n



Wyktad 4, str.2

\ Podzielnoéé.

Twierdzenie: (o jednoznacznosci dzielenia)

Niech n,k e Z i k> 0. Wtedy istnieje dokladnie jedna para liczb q,r € 7 , taka
ze

n==%k-q+r oraz 0<r<k

Na tym wyktadzie: Proste wtasnosci:
e dzielnik k jest zawsze ostro e kazda liczba dodatnia k jest
dodatni; dzielnikiem zera

e k|n oznacza:
— n mod k =0, czyli
— dyez k- q=n, czyli
— n dzieli sie przez k, czyli
— k jest dzielnikiem n

e k/n oznacza — k|n , czyli k nie
jest dzielnikiem n



Wyktad 4, str.2

\ Podzielnoéé.

Twierdzenie: (o jednoznacznosci dzielenia)

Niech n,k e Z i k> 0. Wtedy istnieje dokladnie jedna para liczb q,r € 7 , taka
ze

n==%k-q+r oraz 0<r<k

Na tym wyktadzie: Proste wtasnosci:
e dzielnik k jest zawsze ostro e kazda liczba dodatnia k jest
dodatni; dzielnikiem zera
e /|n oznacza: o jesli k|n, to k| np dla kazdego
— n mod k =0, czyli p € L

— dyez k- q=n, czyli
— n dzieli sie przez k, czyli
— k jest dzielnikiem n

e k/n oznacza — k|n , czyli k nie
jest dzielnikiem n



Wyktad 4, str.2

\ Podzielnoéé.

Twierdzenie: (o jednoznacznosci dzielenia)

Niech n,k e Z i k> 0. Wtedy istnieje dokladnie jedna para liczb q,r € 7 , taka
ze

n==%k-q+r oraz 0<r<k

Na tym wyktadzie: Proste wtasnosci:
e dzielnik k jest zawsze ostro e kazda liczba dodatnia k jest
dodatni; dzielnikiem zera
e /|n oznacza: o jesli k|n, to k| np dla kazdego
— n mod k =0, czyli p € L

— dyez k- q=n, czyli
— n dzieli sie przez k, czyli
— k jest dzielnikiem n

o jeSlik|nik|m,tok|n+m

e k/n oznacza — k|n , czyli k nie
jest dzielnikiem n



Wyktad 4, str.2

\ Podzielnoéé.

Twierdzenie: (o jednoznacznosci dzielenia)

Niech n,k e Z i k> 0. Wtedy istnieje dokladnie jedna para liczb q,r € 7 , taka
ze

n==%k-q+r oraz 0<r<k

Na tym wyktadzie: Proste wtasnosci:
e dzielnik k jest zawsze ostro e kazda liczba dodatnia k jest
dodatni; dzielnikiem zera
e /|n oznacza: o jesli k|n, to k| np dla kazdego
— n mod k =0, czyli p € L

— dyez k- q=n, czyli
— n dzieli sie przez k, czyli
— k jest dzielnikiem n

o jeSlik|nik|m,tok|n+m

o jeSlik|n,n>0in|m,tok|m

e k/n oznacza — k|n , czyli k nie
jest dzielnikiem n



Wyktad 4, str.2

\ Podzielnhosc I

Twierdzenie: (o jednoznacznosci dzielenia)
Niech n,k e Z i k> 0. Wtedy istnieje doktadnie jedna para liczb q,r € Z , taka
ze

n==%k-q+r oraz 0<r<k

Na tym wyktadzie: Proste wtasnosci:
e dzielnik k jest zawsze ostro e kazda liczba dodatnia & jest
dodatni; dzielnikiem zera
e k|n oznacza: e jesli k|n, to k| np dla kazdego
— n mod k = 0, czyli pE L

— dyez k- q=n, czyli
— n dzieli sie przez k, czyli
— k Jest dzielnikiem 7 e eSlik|n,n>0in|m,tok|m

e jeSlik|nik|m,tok|n+m

e //n oznacza — k|n , czyli k nie e jeéli n mod k = m mod k, to
Jest dzielnikiem n kln—m



Wyktad 4, str. 3

‘Dzielenie przez wielokrotne odejmowanie'



Wyktad 4, str.3

‘Dzielenie przez wielokrotne odejmowaniel

!
r=n; q=0;
, f
(r<0 r >k 0<r<k )
I '
r+=k; qg— ||r —=k; q++;
g J /




‘Dzielenie przez wielokrotne odejmowaniel

-
(r<0 r >k 0<r<k )
l l
r+=k g——;||r—=k q++
\ / /

Wyktad 4, str.3



Wyktad 4, str.3

‘Dzielenie przez wielokrotne odejmowaniel

-
(r<o >k | 0<r<k )
l l
r+=k; qg——; [[r—=k qg++;| [e-m
N\ J J



Wyktad 4, str.3

‘Dzielenie przez wielokrotne odejmowaniel

A T n=k-q+r
(r<o >k | 0<r<k )
l l n=k-q+rANO<r<k
r+=k;, g—; [|[r—=k, g+ + Fmeeseseseoc czyli
\ — — q=n/k ANr=nmodk



Wyktad 4, str. 3

‘Dzielenie przez wielokrotne odejmowaniel

r=n; q=0;
4 $ ------------------ n==~k-q+r
r<0 r > k 0<r<k :)
l l n=k-g+rAN0<r<k
r+=k; g——; ||r—=k; q++;| [eeems czyli
\_ J 7 q=n/k ANr=nmodk

r =n; q=0;
while (r < 0 || r >= k)
if (r <0) {r+=%k; q-; }
else { r -= k; q++; }



Wyktad 4, str.4

‘ Dzielenie ,,pisemne” I

... w systemie dwdjkowym



Wyktad 4, str. 4

‘ Dzielenie ,,pisemne” I

... w systemie dwodjkowym:
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... w systemie dwojkowym:

A/dielnik

1 0 011 0 : 1 O 1

AN

dzielna
koniecznie
nieujemna
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‘Dzielenie ,pisemne” I

... w systemie dwojkowym:

dzielnik
1 /

1 0 011 0 : 1 O 1

dzielna
koniecznie
nieujemna
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‘Dzielenie ,pisemne” I

... w systemie dwojkowym:

dzielnik
1 /

i 0 o1 1 0 : 1 O 1
1 0 1 \

dzielna

koniecznie

nieujemna
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‘Dzielenie ,pisemne” I

... w systemie dwojkowym:

A/dielnik

1 0 1 0 1

Ol /|-

|~ o
olo o

dzielna
koniecznie
nieujemna
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... w systemie dwojkowym:

A/dielnik

1
i1 0 0 11 0 : 1 O 1
1 0 1 \
1 0 0 1
dzielna
koniecznie

nieujemna
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‘Dzielenie ,pisemne” I

... w systemie dwojkowym:

dzielnik
1 /

1
i1 0 0 11 0 : 1 O 1
1 0 1 \
1 0 0 1
dzielna
koniecznie

nieujemna
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‘Dzielenie ,pisemne” I

... w systemie dwojkowym:

dzielnik
1 1 ‘////}
i 0 o1 1 0 : 1 O 1
1 0 1 \
1 0 0 1 _
1 0 1 d?eMa.
koniecznie

nieujemna
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‘Dzielenie ,pisemne” I

... w systemie dwojkowym:

dzielnik
1 1 /
1 0 01 1 0 : 1 O 1
1 0 1 \
1 0 0 1 |
L 9 ¢ kézﬁi;;e
1 0 O

nieujemna
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... w systemie dwojkowym:

dzielnik
1 1 /
1 0 01 1 0 : 1 O 1
1 0 1 \
1 0 0 1 |
L 9 ¢ kézﬁi;;e
1 0 O

nieujemna
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‘Dzielenie ,pisemne” I

... w systemie dwojkowym:

dzielnik
1 1 /

1 0 1 0 1

|~ o

1 dzielna
koniecznie
nieujemna

O O Ol |-
|_L
O

Rl O O O
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... w systemie dwojkowym:

dzielnik
1 1 1 /
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1 0 1 \
1 0 0 1 _
1 0 1 kdz.lelna.
1 0 0 0O qnu_aczme
nieujemna
1 0 1
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‘Dzielenie ,pisemne” I

... w systemie dwojkowym:

dzielnik
1 1 1 /
i 0 o1 1 0 : 1 O 1
1 0 1 \
1 0 0 1 _
1 0 1 kdz.lelna.
1 0 0 0O qnu_aczme
nieujemna
1 0 1
1 1
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‘ Dzielenie ,,pisemne” I loraz

... w systemie dwojkowym:

dzielnik
1 1 1 /
i 0 o1 1 0 : 1 O 1
1 0 1 \
1 0 0 1 _
1 O 1 de-Ie|na.
1 0 0 0O qnu_ecznle
nieujemna
1 0 1
1 1

reszta
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‘ Dzielenie ,,pisemne” I loraz

... w systemie dwojkowym:

dzielnik
1 1 1 /
i1 0 0 11 0 : 1 O 1
1 0 1 \
1 0 0 1 |
1 O 1 de-Ie|na.
1 0 0 0 qnu_ecznle
nieujemna
1 0 1
1 1
reszta

e tak licza komputery
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‘ Dzielenie ,,pisemne” I iloraz

... w systemie dwodjkowym:

dzielnik
1 1 1
1 0 0 1 1 O : 1 0 1
1 0 1 \
1 0 0 1 _
1 0 1 kdz.lelna_
1 0 0 0 qnlgcznle
nieujemna
1 0 1
1 1
/
reszta

e tak licza komputery

e znacznie szybsze niz wielokrotne odejmowanie
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‘ Dzielenie ,,pisemne” I loraz

... w systemie dwdjkowym:

dzielnik
1 1 1 /
i 0 o1 1 0 : 1 0 1
1 0 1 \
1 0 0 1 _
1 0 1 kdz.lelna_
10 0 0 qnlgcznle
nieujemna
1 0 1
1 1
reszta

e tak licza komputery
e znacznie szybsze niz wielokrotne odejmowanie

e trudniejsze do zaprogramowania | przekonania sie o poprawnosci



‘Dzielenie ,pisemne” I

... w systemie dwodjkowym:

{

a=0; b=k; c=1; q=0;
s >
C b<n|n<b )
Y
b = 2*b; ¢ = 2%c;
\ J
4 "1
C c>1 c:zl)
Y Y

b=">b/2;, c=c/2; | [r=n-a;

Y

Ca—l—b < nln < a+b)

a = a+b; q = gq+c;

el

N\

Wyktad 4, str. 5
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... w systemie dwodjkowym:

{

a=0; b=k; c=1; q=0;

e g
C b<n n<b)
Y
b = 2*b; ¢ = 2*c;
\_ 7
r g

Cc>1 C =

—1 )

Y

Y

liczenie cyfr binarnych
dzielnej n

b=">b/2;, c=c/2;

r = n-a;

Y

Ca—l—b <n

n < a+b)

!

N\

J

a = a+tb; g = g+c /l

Wyktad 4, str. 5
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... w systemie dwodjkowym:

{

a=0; b=k; c=1; q=0;

e g
C b<n n<b)
Y
b = 2*b; ¢ = 2*c;
\_ 7
¢ T

Cc>1

c::l)

Y

Y
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liczenie cyfr binarnych
dzielnej n

a<n<a+b N a=kqg N b=kc A
c jest catkowita potega 2

b=Db/2; c=c/2;

F = n-a,

Y

Ca—l—b <n

n < a+b)

!

N\

J

a = a+b; q =qg+c; /l




‘ Dzielenie ,,pisemne” I

... w systemie dwodjkowym:

{

a=0; b=k; c=1; q=0;

4 g
Cb<n n<b)
Y
b = 2*b; ¢ = 2%c;
\_ J
‘ T
Cc>1 c==1

Y
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liczenie cyfr binarnych
dzielnej n

a<n<a+b N a=kqg N b=kc A
c jest catkowita potega 2

kq<n<kq+k N a=kq

b=Db/2; c=c/2;

)
r-

d,

Y

Ca—l—b <n

n < a+b)

!

N\

J

a = a+b; q =qg+c; /l




‘ Dzielenie ,,pisemne” I

... w systemie dwodjkowym:

{

a=0; b=k; c=1; q=0;

Wyktad 4, str. 5

!

N\

J

a = a+b; q =qg+c; /l

4 K
C b<n|n<b ) liczenie cyfr binarnych
¢ dzielnej n
b = 2*b; ¢ = 2%c;
- J a<n<a+b N a=kqg N b=kc A
( v c jest catkowita potega 2
(c>1|c==1)
¢ r kq<n<kq+k N a=kq
b=Db/2; c=c/2; = n-a;
Ca—i—b < njn < a+b)
< n=kqg+r N 0<r<k




‘ Dzielenie ,,pisemne” I

... w systemie dwodjkowym:

{

a=0; b=k; c=1; q=0;

e "y
(b<n|n<b )
Y
b = 2*b; ¢ = 2*c;
\_ —
p
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liczenie cyfr binarnych
dzielnej n

esel sTdToTZAH0d/ApeTHLM

a<n<a+b N a=kqg N b=kc A

’iq

(c>1fc==1

Y

c jest catkowita potega 2

kq<n<kqg+k N a=kq

b=Db/2; c=c/2;

Y

-a;

Y

Ca—i—b < njn < a+b)

!

N\

J

a = a+b; q =qg+c; /l

/zooeziskqgae)/ehaqepLq/ueass_/1d Serqre-sue sSIT

n=kqg+r N 0<r<k
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\ Podzielnoéé.

A co z dzieleniem liczb ujemnych?

Niech n <0 1 £>0.Wtedy —n >0
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\ Podzielnhosc I

A co z dzieleniem liczb ujemnych?

Niech n <0 i £>0.Wtedy —n > 0 i potrafimy policzy¢ iloraz i reszte:
—n =k-g+r N O0<r<k
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\ Podzielnhosc I

A co z dzieleniem liczb ujemnych?

Niech n <0 i £>0.Wtedy —n > 0 i potrafimy policzy¢ iloraz i reszte:
—n =k-g+r N O0<r<k
wiec

n=k-(—q —r
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\ Podzielnhosc I

A co z dzieleniem liczb ujemnych?

Niech n <0 i £>0.Wtedy —n > 0 i potrafimy policzy¢ iloraz i reszte:

—n =k-g+r N O0<r<k
wiec

n=k-(—q) —r

Jesli r=0,ton = k-(—q) iilorazem jest —q , a reszta jest zerowa.
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\ Podzielnhosc I

A co z dzieleniem liczb ujemnych?

Niech n <0 i £>0.Wtedy —n > 0 i potrafimy policzy¢ iloraz i reszte:

—n =k-g+r N O0<r<k
wiec

n=k-(—q) —r
Jesli r=0,ton = k-(—q) iilorazem jest —q , a reszta jest zerowa. Jedli 0 < r < k,
to

n=k-(—q —r
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\ Podzielnhosc I

A co z dzieleniem liczb ujemnych?

Niech n <0 i £>0.Wtedy —n > 0 i potrafimy policzy¢ iloraz i reszte:

—n = k-g+r N 0O<r<k
wiec

n=k-(—q) —r

Jesli r=0,ton = k-(—q) iilorazem jest —q , a reszta jest zerowa. Jedli 0 < r < k,
to

n==Fk(-q)—r =k (=(g+1)+(k—r)
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\ Podzielnhosc I

A co z dzieleniem liczb ujemnych?

Niech n <0 i £>0.Wtedy —n > 0 i potrafimy policzy¢ iloraz i reszte:

—n =k-g+r N 0O<r<k
wiec

no=k-(=q)—r

Jesli r=0,to n = k-(—q) iilorazem jest —q, a reszta jest zerowa. Jesli 0 < r < k,
to

no= ke (—) =1 = ke (~(g+ 1) + (k- 7)

Wiec ilorazem jest —(q + 1), a reszta wynosi k — 7
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\ Podzielnhosc I

A co z dzieleniem liczb ujemnych?

Niech n <0 i £>0.Wtedy —n > 0 i potrafimy policzy¢ iloraz i reszte:
—n =k-g+r N 0O<r<k
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\ Podzielnoéé.

A co z dzieleniem liczb ujemnych?

Niech n <0 i £>0.Wtedy —n > 0 i potrafimy policzy¢ iloraz i reszte:
—n =k-g+r N O0<r<k

Wiec iforazem jest —(q + 1), a reszta wynosi k — r, przy tym (tak jak potrzebujemy)
O<k—r<k.

Przyktad:

n=-—13
k=5
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\ Podzielnoéé.

A co z dzieleniem liczb ujemnych?

Niech n <0 i £>0.Wtedy —n > 0 i potrafimy policzy¢ iloraz i reszte:
—n =k-g+r N O0<r<k

Wiec iforazem jest —(q + 1), a reszta wynosi k — r, przy tym (tak jak potrzebujemy)
O<k—r<k.

Przyktad:
n=-13 . 13/5=2
k=5 Y 13 mod 5 =3
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\ Podzielnoéé.

A co z dzieleniem liczb ujemnych?

Niech n <0 i £>0.Wtedy —n > 0 i potrafimy policzy¢ iloraz i reszte:
—n =k-g+r N O0<r<k

Wiec iforazem jest —(q + 1), a reszta wynosi k — r, przy tym (tak jak potrzebujemy)
O<k—r<k.

Przyktad:
n=—13 13/5 = 2 . (—13)/5 = —(13/5+ 1) = —3
k=5 Weedy  3od 5=3 "W (L13)mod 5—5—3 =2
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\ Podzielnhosc I

A co z dzieleniem liczb ujemnych?

Niech n <0 i £>0.Wtedy —n > 0 i potrafimy policzy¢ iloraz i reszte:
—n =k-g+r N O0<r<k

Wiec itorazem jest —(q + 1), a reszta wynosi k — 7, przy tym (tak jak potrzebujemy)
O<k—r<k.

Przyktad:
n=—13 13/5 = 2 . (—13)/5 = —(13/5+ 1) = —3
k=5 Wiedy 13 mod 5=3 "¢ (13)mod 5=5—3 =2

— podazieli¢ przeciwng liczbe dodatnia i wynik poprawic j.w.
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‘Liczenie reszty w zyciu codziennym'

Przyktad:
Jak policzycC reszte z dzielenia liczby 173521 przez liczbe 2025, jesli nie ma

na kalkulatorze dziatania mod ?
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‘Liczenie reszty w zyciu codziennym'

Przyktad:
Jak policzycC reszte z dzielenia liczby 173521 przez liczbe 2025, jesli nie ma
na kalkulatorze dziatania mod 7

iloraz
rzeczywisty

Y/
Kalkulator: 173521 /2025 = 85.68938272...
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‘Liczenie reszty w zyciu codziennym'

Przyktad:
Jak policzycC reszte z dzielenia liczby 173521 przez liczbe 2025, jesli nie ma
na kalkulatorze dziatania mod 7

lloraz
rzeczywisty

Y/
Kalkulator: 173521 /2025 = 85.68938272...

Zaokraglenie: 173521 /2025 = 85
A iloraz

catkowity
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‘Liczenie reszty w zyciu codziennym'

Przyktad:
Jak policzycC reszte z dzielenia liczby 173521 przez liczbe 2025, jesli nie ma
na kalkulatorze dziatania mod 7

lloraz
rzeczywisty

s
Kalkulator: 173521 /2025 = 85.68938272...

Zaokraglenie: 173521 /2025 = 85
g iloraz

catkowity

Obliczenie reszty: poniewaz n = (n/k) - k +n mod k, wiec
nmod k = n — (n/k) -k
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‘Liczenie reszty w zyciu codziennym'

Przyktad:
Jak policzycC reszte z dzielenia liczby 173521 przez liczbe 2025, jesli nie ma
na kalkulatorze dziatania mod 7

lloraz
rzeczywisty

s
Kalkulator: 173521 /2025 = 85.68938272...

Zaokraglenie: 173521 /2025 = 85
g iloraz

catkowity

Obliczenie reszty: poniewaz n = (n/k) - k +n mod k, wiec
nmod k = n — (n/k) -k
= 173521 — 85 - 2025
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‘Liczenie reszty w zyciu codziennym'

Przyktad:
Jak policzycC reszte z dzielenia liczby 173521 przez liczbe 2025, jesli nie ma
na kalkulatorze dziatania mod 7

lloraz
rzeczywisty

s
Kalkulator: 173521 /2025 = 85.68938272...

Zaokraglenie: 173521 /2025 = 85
g iloraz

catkowity

Obliczenie reszty: poniewaz n = (n/k) - k +n mod k, wiec
nmod k = n — (n/k) -k
= 173521 — 85 - 2025
173521 — 172125
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‘Liczenie reszty w zyciu codziennym'

Przyktad:
Jak policzycC reszte z dzielenia liczby 173521 przez liczbe 2025, jesli nie ma
na kalkulatorze dziatania mod 7

lloraz
rzeczywisty

s
Kalkulator: 173521 /2025 = 85.68938272...

Zaokraglenie: 173521 /2025 = 85
g iloraz

catkowity

Obliczenie reszty: poniewaz n = (n/k) - k +n mod k, wiec
nmod k = n — (n/k) -k
= 173521 — 85 - 2025
= 173521 — 172125
1396
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‘Najwiqkszy wspolny dzielnik'

Definicja:
Niech a,b € 7, przynajmniej jedna z nich rézna od zera. Wtedy

e wspolny dzielnik liczb a 1 b to kazda taka liczba d € N, ze
dla Nd|b
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‘Najwiqkszy wspolny dzielnik'

Definicja:
Niech a,b € 7, przynajmniej jedna z nich rézna od zera. Wtedy
e wspolny dzielnik liczb a 1 b to kazda taka liczba d € N, ze
dla ANd|b
e najwiekszy wspolny dzielnik liczb a i b to najwieksza liczba
wsrod ich wspolnych dzielnikow.
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‘Najwiqkszy wspolny dzielnik'

Definicja:
Niech a,b € 7, przynajmniej jedna z nich rézna od zera. Wtedy
e wspolny dzielnik liczb a 1 b to kazda taka liczba d € N, ze
dla ANd|b
e najwiekszy wspolny dzielnik liczb a i b to najwieksza liczba
wsrod ich wspolnych dzielnikow.

Oznaczenie: nwd(a, b)
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‘Najwiqkszy wspolny dzielnik'

Definicja:
Niech a,b € 7, przynajmniej jedna z nich rézna od zera. Wtedy
e wspolny dzielnik liczb a 1 b to kazda taka liczba d € N, ze
dla ANd|b
e najwiekszy wspolny dzielnik liczb a i b to najwieksza liczba
wsrod ich wspolnych dzielnikow.

Oznaczenie: nwd(a, b)

Przyktady:

o nwd(12,16) = nwd(—12,16)
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‘Najwiqkszy wspolny dzielnik'

Definicja:
Niech a,b € 7, przynajmniej jedna z nich rézna od zera. Wtedy
e wspolny dzielnik liczb a 1 b to kazda taka liczba d € N, ze
dla Nd|b
e najwiekszy wspolny dzielnik liczb a i b to najwieksza liczba
wsrod ich wspolnych dzielnikow.

Oznaczenie: nwd(a, b)

Przyktady:

o nwd(12,16) = nwd(—12,16) = nwd(12, —16)
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‘Najwiqkszy wspolny dzielnik'

Definicja:
Niech a,b € 7, przynajmniej jedna z nich rézna od zera. Wtedy
e wspolny dzielnik liczb a 1 b to kazda taka liczba d € N, ze
dla Nd|b
e najwiekszy wspolny dzielnik liczb a i b to najwieksza liczba
wsrod ich wspolnych dzielnikow.

Oznaczenie: nwd(a, b)

Przyktady:

e nwd(12,16) = nwd(—12,16) = nwd(12,—16) = nwd(—12,—16)
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‘Najwiqkszy wspolny dzielnik'

Definicja:
Niech a,b € 7, przynajmniej jedna z nich rézna od zera. Wtedy
e wspolny dzielnik liczb a 1 b to kazda taka liczba d € N, ze
dla Nd|b
e najwiekszy wspolny dzielnik liczb a i b to najwieksza liczba
wsrod ich wspolnych dzielnikow.

Oznaczenie: nwd(a, b)

Przyktady:

e nwd(12,16) = nwd(—12,16) = nwd(12,—-16) = nwd(—12,—-16) = 4
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‘Najwiqkszy wspolny dzielnik'

Definicja:
Niech a,b € 7, przynajmniej jedna z nich rézna od zera. Wtedy
e wspolny dzielnik liczb a 1 b to kazda taka liczba d € N, ze
dla Nd|b
e najwiekszy wspolny dzielnik liczb a i b to najwieksza liczba
wsrod ich wspolnych dzielnikow.

Oznaczenie: nwd(a, b)

Przyktady:

e nwd(12,16) = nwd(—12,16) = nwd(12,—-16) = nwd(—12,—-16) = 4
e jesli a # 0, to nwd(a,0) = |a|
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‘Najwiqkszy wspolny dzielnik'

Definicja:
Niech a,b € 7, przynajmniej jedna z nich rézna od zera. Wtedy
e wspolny dzielnik liczb a 1 b to kazda taka liczba d € N, ze
dla Nd|b
e najwiekszy wspolny dzielnik liczb a i b to najwieksza liczba
wsrod ich wspolnych dzielnikow.

Oznaczenie: nwd(a, b)

Przyktady:

e nwd(12,16) = nwd(—12,16) = nwd(12,—-16) = nwd(—12,—-16) = 4
e jesli a # 0, to nwd(a,0) = ||
e jesli a # 0, to nwd(ba, a) = |a|



Wyktad 4, str. 8

‘Najwiqkszy wspolny dzielnik'

Definicja:
Niech a,b € 7, przynajmniej jedna z nich rézna od zera. Wtedy
e wspolny dzielnik liczb a 1 b to kazda taka liczba d € N, ze
dla Nd|b
e najwiekszy wspolny dzielnik liczb a i b to najwieksza liczba
wsrod ich wspolnych dzielnikow.

Oznaczenie: nwd(a, b)

Przyktady:

e nwd(12,16) = nwd(—12,16) = nwd(12,—-16) = nwd(—12,—-16) = 4
e jesli a # 0, to nwd(a,0) = |al

e jesli a # 0, to nwd(ba, a) = |al

e nwd(0,0) nie istnieje
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Wiec  zbior wspdlnych dzielnikébw n 1 & = zbiér wspdlnych dzielnikow r i k

wiec nwd(n, k) = nwd(n mod k, k)
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o jesli din i d|k,tod]|r
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wiec nwd(n, k) = nwd(n mod k, k)
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Zatéozmy, ze n =kq+r :
o jesli din i d|k,tod]|r
o jesSli d|r i d|k,tod]|n
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wiec nwd(n, k) = nwd(n mod k, k)

nwd(315,270) = nwd(270, 315 mod 270)
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Zatéozmy, ze n =kq+r :
o jesli din i d|k,tod]|r
o jesSli d|r i d|k,tod]|n

Wiec  zbior wspdlnych dzielnikébw n 1 & = zbiér wspdlnych dzielnikow r i k

wiec nwd(n, k) = nwd(n mod k, k)

nwd(315,270) = nwd(270,315 mod 270) = nwd(270,45)
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‘Algorytm Euklidesa (do liczenia nwd)I

Zatéozmy, ze n =kq+r :
o jesli din i d|k,tod]|r
o jesSli d|r i d|k,tod]|n

Wiec  zbior wspdlnych dzielnikébw n 1 & = zbiér wspdlnych dzielnikow r i k

wiec nwd(n, k) = nwd(n mod k, k)

nwd(315, 270) nwd (270,315 mod 270) = nwd(270, 45)

nwd (45,270 mod 45)
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Zatéozmy, ze n =kq+r :
o jesli din i d|k,tod]|r
o jesSli d|r i d|k,tod]|n

Wiec  zbior wspdlnych dzielnikébw n 1 & = zbiér wspdlnych dzielnikow r i k

wiec nwd(n, k) = nwd(n mod k, k)

nwd(315, 270) nwd (270,315 mod 270) = nwd(270, 45)
nwd(45,270 mod 45) = nwd(45,0)

45
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‘Algorytm Euklidesa (do liczenia nwd)'

Zatébzmy, ze n = kq+r :
o jesli din i d|k,tod]|r
o jeSli d|r i d|k,tod]|n

Wiec  zbior wspdlnych dzielnikéw n 1 & = zbiér wspdlnych dzielnikow r i k

wiec nwd(n, k) = nwd(n mod k, k)

nwd(315,270) = nwd(270,315 mod 270) = nwd(270,45)
= nwd(45, 270 mod 45) = nwd(45,0)
= 45

nwd(1365,1122) = nwd(1122,1365 mod 1122)
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Zatébzmy, ze n = kq+r :
o jesli din i d|k,tod]|r
o jeSli d|r i d|k,tod]|n
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nwd(315,270) = nwd(270,315 mod 270) = nwd(270,45)
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nwd(1365,1122) = nwd(1122,1365 mod 1122) = nwd(1122, 243)
nwd(243, 1122 mod 243)
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Zatébzmy, ze n = kq+r :
o jesli din i d|k,tod]|r
o jeSli d|r i d|k,tod]|n

Wiec  zbior wspdlnych dzielnikéw n 1 & = zbiér wspdlnych dzielnikow r i k

wiec nwd(n, k) = nwd(n mod k, k)

nwd(315,270) = nwd(270,315 mod 270) = nwd(270,45)
= nwd(45, 270 mod 45) = nwd(45,0)
= 45

nwd(1365,1122) = nwd(1122,1365 mod 1122) = nwd(1122, 243)
= nwd(243, 1122 mod 243) = nwd(243, 150)
nwd(150, 243 mod 150)
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Zatébzmy, ze n = kq+r :
o jesli din i d|k,tod]|r
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Wiec  zbior wspdlnych dzielnikéw n 1 & = zbiér wspdlnych dzielnikow r i k

wiec nwd(n, k) = nwd(n mod k, k)

nwd(315,270) = nwd(270,315 mod 270) = nwd(270,45)
= nwd(45, 270 mod 45) = nwd(45,0)
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nwd(1365,1122) = nwd(1122,1365 mod 1122) = nwd(1122, 243)
= nwd(243, 1122 mod 243) = nwd(243, 150)
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(

nwd(150, 243 mod 150) = nwd(150,93)
nwd (93, 150 mod 93)
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Zatébzmy, ze n = kq+r :
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wiec nwd(n, k) = nwd(n mod k, k)

nwd(315,270) = nwd(270,315 mod 270) = nwd(270,45)
= nwd(45, 270 mod 45) = nwd(45,0)
= 45

nwd(1365,1122) = nwd(1122,1365 mod 1122) = nwd(1122, 243)
= nwd(243,1122 mod 243) = nwd(243, 150)
nwd(150, 243 mod 150) = nwd(150,93)
(
(

nwd(93, 150 mod 93) = nwd(93, 57)
nwd (57,93 mod 57)
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Zatébzmy, ze n = kq+r :
o jesli din i d|k,tod]|r
o jeSli d|r i d|k,tod]|n

Wiec  zbior wspdlnych dzielnikéw n 1 & = zbiér wspdlnych dzielnikow r i k

wiec nwd(n, k) = nwd(n mod k, k)

nwd(315,270) = nwd(270,315 mod 270) = nwd(270,45)
= nwd(45, 270 mod 45) = nwd(45,0)
= 45

nwd(1365,1122) = nwd(1122,1365 mod 1122) = nwd(1122, 243)
= nwd(243, 1122 mod 243) = nwd(243, 150)

(
(
nwd(150, 243 mod 150) = nwd(150,93)
nwd(93, 150 mod 93) = nwd(93,57)

nwd (57,93 mod 57) = nwd(57,36)
nwd(36, 57 mod 36)
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‘Algorytm Euklidesa (do liczenia nwd)'

Zatébzmy, ze n = kq+r :
o jesli din i d|k,tod]|r
o jeSli d|r i d|k,tod]|n

Wiec  zbior wspdlnych dzielnikéw n 1 & = zbiér wspdlnych dzielnikow r i k

wiec nwd(n, k) = nwd(n mod k, k)

nwd(315,270) = nwd(270,315 mod 270) = nwd(270,45)
= nwd(45, 270 mod 45) = nwd(45,0)
= 45

nwd(1365,1122) = nwd(1122, 1365 mod 1122) = nwd(1122,243)
= nwd(243,1122 mod 243) = nwd(243, 150)

nwd(150, 243 mod 150) = nwd(150,93)

nwd (93,150 mod 93) = nwd(93,57)

nwd (57,93 mod 57) = nwd(57,36)

nwd (36,57 mod 36) = nwd(36,21)

nwd(21, 36 mod 21)
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Zatébzmy, ze n = kq+r :
o jesli din i d|k,tod]|r
o jeSli d|r i d|k,tod]|n

Wiec  zbior wspdlnych dzielnikéw n 1 & = zbiér wspdlnych dzielnikow r i k

wiec nwd(n, k) = nwd(n mod k, k)

nwd(315,270) = nwd(270,315 mod 270) = nwd(270,45)
= nwd(45, 270 mod 45) = nwd(45,0)
= 45

nwd(1365,1122) = nwd(1122,1365 mod 1122) = nwd(1122, 243)

= nwd(243,1122 mod 243) = nwd(243, 150)

nwd(150, 243 mod 150) = nwd(150,93)

nwd(93, 150 mod 93) = nwd(93,57)
nwd (57,93 mod 57) = nwd(57,36)
nwd (36,57 mod 36) = nwd(36,21)
nwd(21,36 mod 21) = nwd(21,15)
nwd(15,21 mod 15)
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Zatébzmy, ze n = kq+r :
o jesli din i d|k,tod]|r
o jeSli d|r i d|k,tod]|n

Wiec  zbior wspdlnych dzielnikéw n 1 & = zbiér wspdlnych dzielnikow r i k

wiec nwd(n, k) = nwd(n mod k, k)

nwd(315, 270) nwd(270, 315 mod 270) = nwd(270,45)
nwd(45,270 mod 45) = nwd(45,0)

= 45

nwd(1365,1122) = nwd(1122,1365 mod 1122) = nwd(1122, 243)
= nwd(243,1122 mod 243) = nwd(243, 150)

nwd(150, 243 mod 150) = nwd(150,93)

nwd(93, 150 mod 93) = nwd(93,57)

nwd (57,93 mod 57) = nwd(57,36)

nwd (36,57 mod 36) = nwd(36,21)

nwd(21,36 mod 21) = nwd(21,15)
( ) nwd(15,6)

(

nwd (15,21 mod 15
nwd(6, 15 mod 6)
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Zatébzmy, ze n = kq+r :
o jesli din i d|k,tod]|r
o jeSli d|r i d|k,tod]|n

Wiec  zbior wspdlnych dzielnikéw n 1 & = zbiér wspdlnych dzielnikow r i k

wiec nwd(n, k) = nwd(n mod k, k)

nwd(315, 270) nwd(270, 315 mod 270) = nwd(270,45)
nwd(45,270 mod 45) = nwd(45,0)

= 45

nwd(1365,1122) = nwd(1122,1365 mod 1122) = nwd(1122, 243)
= nwd(243,1122 mod 243) = nwd(243, 150)

nwd(150, 243 mod 150) = nwd(150,93)

nwd(93, 150 mod 93) = nwd(93,57)

nwd (57,93 mod 57) = nwd(57,36)

nwd (36,57 mod 36) = nwd(36,21)

nwd(21,36 mod 21) = nwd(21,15)

nwd(15,21 mod 15) (

nwd(6, 15 mod 6) =

= nwd(15,6)
nwd (6, 3)
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Zatébzmy, ze n = kq+r :
o jesli din i d|k,tod]|r
o jeSli d|r i d|k,tod]|n

Wiec  zbior wspdlnych dzielnikéw n 1 & = zbiér wspdlnych dzielnikow r i k

wiec nwd(n, k) = nwd(n mod k, k)

nwd(315, 270) nwd(270, 315 mod 270) = nwd(270,45)
nwd(45,270 mod 45) = nwd(45,0)

= 45

nwd(1365,1122) = nwd(1122,1365 mod 1122) = nwd(1122, 243)
nwd (243, 1122 mod 243) = nwd(243, 150)
nwd(150, 243 mod 150) = nwd(150,93)
nwd(93, 150 mod 93) = nwd(93,57)

nwd (57,93 mod 57) = nwd(57,36)

nwd (36,57 mod 36) = nwd(36,21)
nwd(21,36 mod 21) = nwd(21,15)
nwd(15,21 mod 15) (
nwd(6, 15 mod 6) =

= nwd(15,6)
nwd(6,3) = nwd(3,0)
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Zatébzmy, ze n = kq+r :
o jesli din i d|k,tod]|r
o jeSli d|r i d|k,tod]|n

Wiec  zbior wspdlnych dzielnikéw n 1 & = zbiér wspdlnych dzielnikow r i k

wiec nwd(n, k) = nwd(n mod k, k)

nwd(315, 270) nwd(270, 315 mod 270) = nwd(270,45)
nwd(45,270 mod 45) = nwd(45,0)

= 45

nwd(1365,1122) = nwd(1122,1365 mod 1122) = nwd(1122, 243)
= nwd(243,1122 mod 243) = nwd(243, 150)

nwd(150, 243 mod 150) = nwd(150,93)
nwd(93, 150 mod 93) = nwd(93,57)
nwd (57,93 mod 57) = nwd(57,36)
nwd (36,57 mod 36) = nwd(36,21)
nwd(21,36 mod 21) = nwd(21,15)
nwd(15,21 mod 15) (
nwd(6, 15 mod 6) =

3

= nwd(15,6)
nwd(6,3) = nwd(3,0)
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‘Algorytm Euklidesa (do liczenia nvvd)'

na poczatku:
n>k>0 l

l teraz:
b=r a = nwd(n, k)




Wyktad 4, str.11

nwd(a, b) jako kombinacja liniowa a i b
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nwd(a, b) jako kombinacja liniowa a i b

Twierdzenie:
Jesli a,b € Z 1 co najmniej jedna z liczb a 1 b jest rozna od zera, to
istnieja takie wspotczynniki x,y € 7, ze

nwd(a,b) = z-a+y-b
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istnieja takie wspotczynniki x,vy € 7, ze
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Dowod:

Indukcja ze wzgledu na liczbe krokdw wykonywanych przez algorytm Eu-
klidesa do momentu, kiedy jeden z argumentow stanie sie zerem.
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Twierdzenie:

Jesli a,b € Z 1 co najmniej jedna z liczb a 1 b jest rozna od zera, to
istnieja takie wspotczynniki x,vy € 7, ze

nwd(a,b) = x-a+y-b

Dowod:

Indukcja ze wzgledu na liczbe krokdw wykonywanych przez algorytm Eu-
klidesa do momentu, kiedy jeden z argumentow stanie sie zerem.

Jesli ta liczba krokéw jest zerem, to nwd(a,0) =a =1 a + 0_

\\

Jesli zaden z argumentdéw jeszcze nie jest zerem, to

nwd(a,b) = nwd(a mod b, b)
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nwd(a,b) jako kombinacja liniowa a i b

Twierdzenie:

Jesli a,b € Z 1 co najmniej jedna z liczb a 1 b jest rozna od zera, to
istnieja takie wspotczynniki x,vy € 7, ze

nwd(a,b) = x-a+y-b

Dowod:

Indukcja ze wzgledu na liczbe krokdw wykonywanych przez algorytm Eu-
klidesa do momentu, kiedy jeden z argumentow stanie sie zerem.

Jesli ta liczba krokéw jest zerem, to nwd(a,0) =a =1 a + 0_

\\

Jesli zaden z argumentdéw jeszcze nie jest zerem, to

nwd(a,b) = nwd(a mod b, b) = nwd(a — (a/b) - b, b)
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nwd(a,b) jako kombinacja liniowa a i b

Twierdzenie:

Jesli a,b € Z 1 co najmniej jedna z liczb a 1 b jest rozna od zera, to
istnieja takie wspotczynniki x,vy € 7, ze

nwd(a,b) = x-a+y-b

Dowod:

Indukcja ze wzgledu na liczbe krokdw wykonywanych przez algorytm Eu-
klidesa do momentu, kiedy jeden z argumentow stanie sie zerem.

Jesli ta liczba krokéw jest zerem, to nwd(a,0) =a =1 a + 0_

\\

Jesli zaden z argumentdéw jeszcze nie jest zerem, to
nwd(a,b) = nwd(a mod b, b) = nwd(a — (a/b) - b, b)
= 2’ -(a—(a/b)-b)+y -b
z zaft. ind/
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nwd(a,b) jako kombinacja liniowa a i b

Twierdzenie:

Jesli a,b € Z 1 co najmniej jedna z liczb a 1 b jest rozna od zera, to
istnieja takie wspotczynniki x,vy € 7, ze

nwd(a,b) = x-a+y-b

Dowod:

Indukcja ze wzgledu na liczbe krokdw wykonywanych przez algorytm Eu-
klidesa do momentu, kiedy jeden z argumentow stanie sie zerem.

Jesli ta liczba krokéw jest zerem, to nwd(a,0) =a =1 a + 0_

\\

Jesli zaden z argumentdéw jeszcze nie jest zerem, to
Wd(a — (a/b) -, D)
)

nwd(a,b) = nwd(a mod b, b)

= (a—(a/b) b)
2 zatind—  — v -a+ (=2’ (a/b

"
) +
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nwd(a,b) jako kombinacja liniowa a i b

Twierdzenie:

Jesli a,b € Z 1 co najmniej jedna z liczb a 1 b jest rozna od zera, to
istnieja takie wspotczynniki x,vy € 7, ze

nwd(a,b) = x-a+y-b

Dowod:

Indukcja ze wzgledu na liczbe krokdw wykonywanych przez algorytm Eu-
klidesa do momentu, kiedy jeden z argumentow stanie sie zerem.

Jesli ta liczba krokéw jest zerem, to nwd(a,0) =a =1 a + 0_

\\

Jesli zaden z argumentdéw jeszcze nie jest zerem, to
nwd(a, b) nwd(a mod b, b) Wd(a — (a/b) - b, b)

l’ (a — (a/ b) D)

s zabind— _ +(—a' - (a/b )
P ¥

Yy

"
) +
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nwd(a,b) jako kombinacja liniowa a i b

Jak znalez¢ wspétczynniki takiej kombinacji liniowe)?
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nwd(a, b) jako kombinacja liniowa a i b

Jak znalez¢ wspétczynniki takiej kombinacji liniowe)?

Dla danych a,b € Z (przynajmniej jedna z nich rézna od zera) chcemy
wyznaczyC takie z,y € Z, ze
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wyznaczyC takie z,y € Z, ze

nwd(a,b) = z-a+y-b
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Jak znalez¢ wspétczynniki takiej kombinacji liniowe)?

Dla danych a,b € Z (przynajmniej jedna z nich rézna od zera) chcemy
wyznaczyC takie z,y € Z, ze

nwd(a,b) = x-a+y-b

Dziatamy na kombinacjach liniowych liczb a 1 b.
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nwd(a,b) jako kombinacja liniowa a i b

Jak znalez¢ wspétczynniki takiej kombinacji liniowe)?

Dla danych a,b € Z (przynajmniej jedna z nich rézna od zera) chcemy
wyznaczyC takie z,y € Z, ze

nwd(a,b) = x-a+y-b
Dziatamy na kombinacjach liniowych liczb a 1 b.

Przyktad: nwd(1200,372) = 7 -1200 + 7 - 372
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nwd(a,b) jako kombinacja liniowa a i b

Jak znalez¢ wspétczynniki takiej kombinacji liniowe)?

Dla danych a,b € Z (przynajmniej jedna z nich rézna od zera) chcemy
wyznaczy¢ takie z,y € Z, ze

nwd(a,b) = z-a+1y-b
Dziatamy na kombinacjach liniowych liczb a 1 b.
Przyktad: nwd(1200,372) =7 - 1200 + 7 - 372
1200 = 1-1200+ 0-372 ‘
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nwd(a,b) jako kombinacja liniowa a i b

Jak znalez¢ wspétczynniki takiej kombinacji liniowe)?

Dla danych a,b € Z (przynajmniej jedna z nich rézna od zera) chcemy
wyznaczy¢ takie z,y € Z, ze

nwd(a,b) = z-a+1y-b
Dziatamy na kombinacjach liniowych liczb a 1 b.
Przyktad: nwd(1200,372) =7 -1200 + 7 - 372

1200 = 1-1200+ 0-372
372 = 0-1200 + 1-372
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nwd(a,b) jako kombinacja liniowa a i b

Jak znalez¢ wspétczynniki takiej kombinacji liniowe)?

Dla danych a,b € Z (przynajmniej jedna z nich rézna od zera) chcemy
wyznaczyC takie z,y € Z, ze
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372 =  0-12004+ 1-372 | 1200—3-372=284
84



Wyktad 4, str. 12

nwd(a,b) jako kombinacja liniowa a i b

Jak znalez¢ wspétczynniki takiej kombinacji liniowe)?

Dla danych a,b € Z (przynajmniej jedna z nich rézna od zera) chcemy
wyznaczy¢ takie z,y € Z, ze

nwd(a,b) = z-a+1y-b
Dziatamy na kombinacjach liniowych liczb a 1 b.

Przyktad: nwd(1200,372) =7 -1200 + 7 - 372

1200 = 1-1200 + 0-372
372 =  0-12004+ 1-372 | 1200—3-372=284
84 = 1-1200 — 3-372




Wyktad 4, str. 12

nwd(a,b) jako kombinacja liniowa a i b

Jak znalez¢ wspétczynniki takiej kombinacji liniowe)?

Dla danych a,b € Z (przynajmniej jedna z nich rézna od zera) chcemy
wyznaczy¢ takie z,y € Z, ze

nwd(a,b) = z-a+1y-b
Dziatamy na kombinacjach liniowych liczb a 1 b.

Przyktad: nwd(1200,372) =7 -1200 + 7 - 372

1200 = 1-1200 4+ 0-372
372 =  0-12004+ 1-372 | 1200—3-372=284
84 = 1-1200 — 3-372 |372—4-84=236

36



Wyktad 4, str. 12

nwd(a,b) jako kombinacja liniowa a i b

Jak znalez¢ wspétczynniki takiej kombinacji liniowe)?

Dla danych a,b € Z (przynajmniej jedna z nich rézna od zera) chcemy
wyznaczy¢ takie z,y € Z, ze

nwd(a,b) = x-a+y-b

Dziatamy na kombinacjach liniowych liczb a 1 b.

Przyktad: nwd(1200,372) =7 -1200 + 7 - 372

1200 =  1-1200+ 0-372

372 = 0-1200 + 1-372 | 1200—3-372=284
84 = 1-1200 — 3-372 |372—4-84=236
36 = —4-1200 + 13-372




Wyktad 4, str. 12

nwd(a,b) jako kombinacja liniowa a i b

Jak znalez¢ wspétczynniki takiej kombinacji liniowe)?

Dla danych a,b € Z (przynajmniej jedna z nich rézna od zera) chcemy
wyznaczy¢ takie z,y € Z, ze

nwd(a,b) = x-a+y-b

Dziatamy na kombinacjach liniowych liczb a 1 b.

Przyktad: nwd(1200,372) =7 -1200 + 7 - 372

N———"

1200 =  1-1200+ 0-372

372 = 0-1200 + 1-372 | 1200—3-372=284
84 = 1-1200 — 3-372 |372—4-84=236
36 = —4-1200 4+ 13-372 |84 —-2-36=12
12 = 9-1200 — 29-372




Wyktad 4, str. 12

nwd(a,b) jako kombinacja liniowa a i b

Jak znalez¢ wspétczynniki takiej kombinacji liniowe)?

Dla danych a,b € Z (przynajmniej jedna z nich rézna od zera) chcemy
wyznaczy¢ takie z,y € Z, ze

nwd(a,b) = x-a+y-b

Dziatamy na kombinacjach liniowych liczb a 1 b.

Przyktad: nwd(1200,372) =7 -1200 + 7 - 372

N———"

1200 =  1-1200+ 0-372

372 = 0-1200 + 1-372 | 1200—3-372=284
84 = 1-1200 — 3-372 |372—4-84=236
36 = —4-1200 4+ 13-372 |84 —-2-36=12
12 =  9-1200 —29-372 |36-3-12=0

0



Wyktad 4, str. 12

nwd(a,b) jako kombinacja liniowa a i b

Jak znalez¢ wspétczynniki takiej kombinacji liniowe)?
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nwd(a,b) jako kombinacja liniowa a i b

Jak znalez¢ wspétczynniki takiej kombinacji liniowe)?

Dla danych a,b € Z (przynajmniej jedna z nich rézna od zera) chcemy
wyznaczy¢ takie z,y € Z, ze

nwd(a,b) = z-a+1y-b
Dziatamy na kombinacjach liniowych liczb a 1 b.

Przyktad: nwd(1200,372) =7 -1200 + 7 - 372

N———"

1200 =  1-1200 + 0-372
372 = 0-1200 + 1-372 | 1200—3-372=284
84 = 1-1200 — 3-372 |372—4-84=236
36 = —4-1200+ 13-372 |84 —2-36=12
nwd(1200,372) = 12 = 19-.1200 — 29-372| | 36-3-12=0

0

szukana

kombinacja

liniowa



Wyktad 4, str. 13

nwd(a,b) jako kombinacja liniowa a i b

Jak znalez¢ wspétczynniki takiej kombinacji liniowe)?
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nwd(a, b) jako kombinacja liniowa a i b

Jak znalez¢ wspétczynniki takiej kombinacji liniowe)?
W kazdym kroku:

e po lewej stronie rownosci stosujemy algorytm Euklidesa; t.zn.
r = ...

y = ...

r—(x/y)y
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nwd(a, b) jako kombinacja liniowa a i b

Jak znalez¢ wspétczynniki takiej kombinacji liniowe)?
W kazdym kroku:

e po lewej stronie rownosci stosujemy algorytm Euklidesa; t.zn.
r = ...

y o= ...
r—(x/y)y = ...

e po prawej stronie rownosci stosujemy te same dziatania na wspot-
czynnikach kombinacji liniowej:

e v-a...

.= v—(x/y)z-a...



Wyktad 4, str. 14

nwd(a, b) jako kombinacja liniowa a i b

Jak znalez¢ wspétczynniki takiej kombinacji liniowe)?

= v-a+w-b
= z-a+ t-b

?T =7+ 7D

S
|



nwd(a,b) jako kombinacja liniowa a i b

Jak znalez¢ wspétczynniki takiej kombinacji liniowe)?

r = v-a+w-b

TUTAJ: y = za+ t-b

reszta z dzielenia - ? = 2.0+ 7-b
x przez y :

r— (z/y)- vy

Wyktad 4, str. 14



nwd(a,b) jako kombinacja liniowa a i b

Jak znalez¢ wspétczynniki takiej kombinacji liniowe)?

r = v-a+w-b

TUTAJ: y = z-a+ t-b

resztazdzieleinia - ? = 2.0+ 7-b
T przez y :
r— (z/y)-y

TUTAJ:
odejmowanie wierszy
z tym samym mnoznikiem:
v—(z/y) - 2

Wyktad 4, str. 14
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nwd(a,b) jako kombinacja liniowa a i b

Jak znalez¢ wspétczynniki takiej kombinacji liniowe)?

v-a+w-b
= z-a+ t-b

= 7.-a+ 7-b

TUTAJ:
reszta z dzielenia
x przez y :
r—(z/y) -y

~
|

Y

TUTAJ: TUTAJ:
odejmowanie wierszy odejmowanie wierszy
z tym samym mnoznikiem: z tym samym mnoznikiem:

v—(x/y) -z w— (z/y) -1



Wyktad 4, str. 15

nwd(a,b) jako kombinacja liniowa a i b

Przyktad: nwd(1543,188) =7 - 1543 + 7 - 188
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Przyktad: nwd(1543,188) =7 - 1543 + 7 - 188

@® 1543 = 1-1543 + 0-188
@ 188 = 0-1543 + 1-1838
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@ 188 = 0-1543 + 1-188 |1543/18 =8, @ — @ -8
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nwd(a,b) jako kombinacja liniowa a i b

Przyktad: nwd(1543,188) =7 - 1543 + 7 - 188

@® 1543 = 1-1543 + 0-188

@ 188 = 0-1543 + 1-188 | 1543/18 =8, @ — @ -8
® 39 = 1-1543 — 8-188 |188/39=4,@ -G -4
@ 32 = —4-1543 + 33-188 [39/32=1,®—-®@-1
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nwd(a,b) jako kombinacja liniowa a i b

Przyktad: nwd(1543,188) =7 - 1543 + 7 - 188

@O®OOO

1543
138
39
32
7

11543 +
0-1543 +
11543 —
—4-1543 +
51543 —

0-
1-
8.

33 -

41 -

188
188
188
188
188

1543/188 = 8, D — @ -8
188/39 =4, @ — @ -4
39/32=1,@®-@-1



Wyktad 4, str. 15

nwd(a,b) jako kombinacja liniowa a i b

Przyktad: nwd(1543,188) =7 - 1543 + 7 - 188

@O®OOO

1543
138
39
32

7

11543 +
0-1543 +
11543 —
—4-1543 +
51543 —

0-
1-
8.

33 -

41 -

188
188
188
188
188

1543/188 =8, @ — @ -8
188/39 =4, @ — ® -4
39/32=1,@®-@-1
32/7T=4,@—0@ 4
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nwd(a,b) jako kombinacja liniowa a i b

Przyktad: nwd(1543,188) =7 - 1543 + 7 - 188

@O®®EO

1543
138
39
32

7

4

1-1543 + O-
0-1543 + 1-
1-1543 — 8-
—4-1543 + 33
5-1543 — 41
—24-1543 + 197 -

188
188
188
188
188
188

1543/188 =8, @ — @ -8
188/39 =4, @ — ® -4
39/32=1,@®-@-1
32/7T=4,@—0@ 4
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nwd(a,b) jako kombinacja liniowa a i b

Przyktad: nwd(1543,188) =7 - 1543 + 7 - 188
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1543
138
39
32

7

4

1-1543 + O-
0-1543 + 1-
1-1543 — 8-
—4-1543 + 33
5-1543 — 41
—24-1543 + 197 -
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nwd(a,b) jako kombinacja liniowa a i b

Przyktad: nwd(1543,188) =7 - 1543 + 7 - 188

QPOE®®EOB

1543
138
39
32

UGN

1-1543 + O-
0-1543 + 1-
1-1543 — 8-
—4-1543 + 33
5-1543 — 41
—24-1543 + 197 -
291543 — 238 -

188
188
188
188
188
188
188
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@ 188 = 0-1543 + 1-188 | 1543/18 =8, @ — @ -8
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@ 188 = 0-1543 + 1-188 | 1543/18 =8, @ — @ -8
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nwd(a,b) jako kombinacja liniowa a i b

Przyktad: nwd(1543,188) =7 - 1543 + 7 - 188

@® 1543 = 1-1543 + 0-188

@ 188 = 0-1543 + 1-188 | 1543/18 =8, @ — @ -8
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nwd(a,b) jako kombinacja liniowa a i b

Przyktad: nwd(1543,188) =7 - 1543 + 7 - 188

@® 1543 = 1-1543 + 0-188

@ 188 = 0-1543 + 1-188 | 1543/18 =8, ® — @ -8
® 39 = 1-1543 — 8-188 |188/39=4,@ —® -4
@ 32 = —4-1543 4+ 33-188 [39/32=1,®—-®@-1
® 7 = 5-1543 — 41-188 |32/7=4, @ —-® 4

® 4 = —24-1543 +197-188 | 7/4=1,®—-® -1

© 3 = 29-1543 —238-188 |4/3=1,®—® -1

1 = —53-1543 +435-188| |3/1=3,®—-® -3

® 0 =

wiec nwd(1543,188) = —53 - 1543 + 435 - 188



Wyktad 4, str. 16

‘ Waga szalkowa I

Jak odwazy¢ 100 g towaru, kiedy
dysponujemy tylko odwaznikami
500g i 200g?
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‘ Waga szalkowa I

Jak odwazy¢ 100 g towaru, kiedy
dysponujemy tylko odwaznikami
500g i 200g?

nwd(500,200) = 100 = 1 - 500 — 2 - 200




‘ Waga szalkowa I

Wyktad 4, str. 16

Jak odwazy¢ 100 g towaru, kiedy
dysponujemy tylko odwaznikami
500g i 200g?

nwd(500,200) = 100 = 1 - 500 — 2 - 200

Na jednej szalce potozy¢

500g

a na drugiej

oY) oY)
towar +| 8 |+ | S
(@\| N
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‘Waga szalkowa'

Jak odwazy¢ 100 g towaru, kiedy
dysponujemy tylko odwaznikami
500¢g i 200g?

nwd (500, 200) = 100 = 1 - 500 — 2 - 200

Na jednej szalce potozyc

500g

a na drugiej
o0
towar +| S |+

Odwaznikami a-gramowymi i b-gramowymi mozna odwazy¢ ¢ gramoéw to-
waru <= nwd(a,b) |c, czyli ¢ jest wielokrotnoscig nwd(a, b)

2
200 g




Wyktad 4, str. 17

‘Liczby wzglednie pierwsze'

Definicja:
Dwie liczby catkowite a i b sa wzglednie pierwsze <= nwd(a,b) = 1.
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Dwie liczby calkowite a i b sa wzglednie pierwsze <= nwd(a,b) = 1.

— czyli wtedy, gdy nie majg wspdlnych dzielnikow wiekszych od 1
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— czyli wtedy, gdy nie majg wspolnych dzielnikow wiekszych od 1
— czyli wtedy, gdy xa + yb = 1 dla pewnych z,y € Z



Wyktad 4, str. 17
‘ Liczby wzglednie pierwsze I

Definicja:
Dwie liczby catkowite a i b sa wzglednie pierwsze <= nwd(a,b) = 1.

— czyli wtedy, gdy nie maja wspodlnych dzielnikdw wiekszych od 1
— czyli wtedy, gdy xa + yb = 1 dla pewnych =,y € Z
Przyktady:

Liczby 65 1 77 sg wglednie pierwsze, bo 32-65 —27-77 =1 .
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‘Liczby wzglednie pierwsze'

Definicja:
Dwie liczby catkowite a i b sa wzglednie pierwsze <= nwd(a,b) = 1.

— czyli wtedy, gdy nie maja wspodlnych dzielnikdw wiekszych od 1
— czyli wtedy, gdy xa + yb = 1 dla pewnych z,y € Z
Przyktady:

Liczby 65 1 77 sg wglednie pierwsze, bo 32-65 —27-77 =1 .
Liczby 66 i 78 nie sa wzglednie pierwsze, bo nwd(66,78) =6 .



‘Liczby wzglednie pierwsze'

Definicja:

Dwie liczby catkowite a i b sa wzglednie pierwsze <= nwd(a,b) = 1.

— czyli wtedy, gdy nie maja wspolnych dzielnikdw wiekszych od 1
— czyli wtedy, gdy xa + yb = 1 dla pewnych z,y € Z
Przyktady:

Liczby 65 1 77 sg wglednie pierwsze, bo 32-65 —27-77 =1 .
Liczby 66 i 78 nie sa wzglednie pierwsze, bo nwd(66,78) =6 .

Fakt:
Kazde dwie rézne liczby pierwsze sa wzglednie pierwsze.

Wyktad 4, str. 17
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‘Liczby wzglednie pierwsze'

Definicja:

Dwie liczby calkowite a i b sa wzglednie pierwsze <= nwd(a,b) = 1.
— czyli wtedy, gdy nie majg wspolnych dzielnikow wiekszych od 1

— czyli wtedy, gdy xa + yb = 1 dla pewnych z,y € Z

Przyktady:

Liczby 65 1 77 sa wglednie pierwsze, bo 32-65 —27-77=1.

Liczby 66 i 78 nie sa wzglednie pierwsze, bo nwd(66,78) =6 .

Fakt:
Kazde dwie rozne liczby pierwsze sa wzglednie pierwsze.

Whiosek:

Samymi monetami po 7zt i 11zl mozna zaptaci¢ dowolng catkowita kwote — o ile
obie strony transakcji majg ich wystarczajaco duzo.
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‘Liczby wzglednie pierwsze'

Definicja:

Dwie liczby calkowite a i b sa wzglednie pierwsze <= nwd(a,b) = 1.
— czyli wtedy, gdy nie majg wspdlnych dzielnikow wiekszych od 1

— czyli wtedy, gdy xa + yb = 1 dla pewnych z,y € Z

Przyktady:

Liczby 65 1 77 sg wglednie pierwsze, bo 32-65 —27-77=1.

Liczby 66 i 78 nie sa wzglednie pierwsze, bo nwd(66,78) =6 .

Fakt:
Kazde dwie rézne liczby pierwsze sa wzglednie pierwsze.

Whiosek:

Samymi monetami po 7zt i 11zl mozna zaptaci¢ dowolng catkowita kwote — o ile
obie strony transakcji majg ich wystarczajaco duzo.

— poniewaz 2-11 —3-7 =1, wiec jesli trzeba zaptaci¢ n zt, to:
2n-11 —-3n-7=n
nalezy da¢ 2n monet po 11zt i dostac reszty 3n monet po 7 zt.



Wyktad 4, str. 18

‘ Rownania diofantyczne'



Wyktad 4, str. 18

‘ Rownania diofantyczne I

Diofantos z Aleksandrii (Illw.n.e.)




‘ Rownania diofantyczne'

Diofantos z Aleksandrii (I1lw.n.e.)
Epitafium na jego grobie w ttumaczeniu na
tacine:

Hunc Diophantus habet tumulum, qui tem-
pora vitae illius, mira denotat arte tibi. Egit
sextantem juvenis; lanugine malas vestire
hinc coepit parte duodecima. Septante uxori
post haec sociatur; et anno formosus qu-
into nascitur inde puer. Semissem aetatis
postquam attigit ille paternae, infelix subi-
ta morte peremptus obit. Quattuor aestates
genitor lugere superstes cogitur. Hinc annos
illius assequere.

Wyktad 4, str. 18




‘ Rownania diofantyczne I

Diofantos z Aleksandrii (Illw.n.e.)
Epitafium na jego grobie w ttumaczeniu na
tacine:

Hunc Diophantus habet tumulum, qui tem-
pora vitae illius, mira denotat arte tibi. Egit
sextantem juvenis; lanugine malas vestire
hinc coepit parte duodecima. Septante uxori
post haec sociatur; et anno formosus qu-
into nascitur inde puer. Semissem aetatis
postquam attigit ille paternae, infelix subi-
ta morte peremptus obit. Quattuor aestates
genitor lugere superstes cogitur. Hinc annos
illius assequere.

Zeby dowiedziel sie, ile lat przezyt Diofantos, trzeba

e znac facine

Wyktad 4, str. 18




‘ Rownania diofantyczne I

Diofantos z Aleksandrii (Illw.n.e.)
Epitafium na jego grobie w ttumaczeniu na
tacine:

Hunc Diophantus habet tumulum, qui tem-
pora vitae illius, mira denotat arte tibi. Egit
sextantem juvenis; lanugine malas vestire
hinc coepit parte duodecima. Septante uxori
post haec sociatur; et anno formosus qu-
into nascitur inde puer. Semissem aetatis
postquam attigit ille paternae, infelix subi-
ta morte peremptus obit. Quattuor aestates
genitor lugere superstes cogitur. Hinc annos
illius assequere.

Zeby dowiedziel sie, ile lat przezyt Diofantos, trzeba

e znac facine, oraz

e rozwigzac proste rownanie diofantyczne.

Wyktad 4, str. 18




Wyktad 4, str. 19

‘ Rownania diofantyczne'

e réwnania wielu zmiennych, postaci f(xy,...,x,) =0



Wyktad 4, str. 19

‘ Rownania diofantyczne I

e réwnania wielu zmiennych, postaci f(xq,...,2,) =0
e wystepuja w nich tylko liczby catkowite



Wyktad 4, str. 19

‘ Rownania diofantyczne I

e réwnania wielu zmiennych, postaci f(xq,...,2,) =0
e wystepuja w nich tylko liczby catkowite
e interesuja nas tylko rozwigzania catkowite



Wyktad 4, str. 19

‘ Rownania diofantyczne I

e réwnania wielu zmiennych, postaci f(xq,...,x,) =0
e wystepuja w nich tylko liczby catkowite
e interesuja nas tylko rozwigzania catkowite

Przyktad: (bez rozwigzan)
20 —5=10
2 +1=0



Wyktad 4, str. 19

‘ Rownania diofantyczne I

e réwnania wielu zmiennych, postaci f(xy,...,2,) =0
e wystepuja w nich tylko liczby catkowite
e interesuja nas tylko rozwigzania catkowite

Przyktad: (bez rozwigzan)
20 —5 =0
2 4+1=0

Przyktad: (z jednym rozwigzaniem)
r—1=20



Wyktad 4, str. 19

‘ Rownania diofantyczne I

e réwnania wielu zmiennych, postaci f(xy,...,2,) =0
e wystepuja w nich tylko liczby catkowite
e interesuja nas tylko rozwigzania catkowite

Przyktad: (bez rozwigzan)
20 —5 =0
2 4+1=0

Przyktad: (z jednym rozwigzaniem)
r—1=20

Przyktad: (z wieloma rozwigzaniami)
r+y=20



Wyktad 4, str. 20

‘ Rownania diofantyczne I

Przyktad: (réwnanie Pitagorasa)
22 4oy — 22 =0



Wyktad 4, str. 20

‘ Rownania diofantyczne'

Przyktad: (réwnanie Pitagorasa)
22 4% — 22 =
x=2n+1

Dla kazdego n € N, trdjka {y = 2n? + 2n } stanowli rozwigzanie
z=2n"+2n+1



Wyktad 4, str. 20

‘ Rownania diofantyczne I

Przyktad: (réwnanie Pitagorasa)
224y — 22 =0
r=2n-+1

Dla kazdego n € N, trdjka {y = 2n?% + 2n } stanowli rozwigzanie, bo:
z=2n’+2n+1

(2n + 1) + (2n° + 2n)? — (2n? + 2n + 1)?



Wyktad 4, str. 20

‘ Rownania diofantyczne I

Przyktad: (réwnanie Pitagorasa)
22 4oy — 22 =0

r=2n+1
Dla kazdego n € N, trdjka {y = 2n?% + 2n } stanowli rozwigzanie, bo:
z=2n’+2n+1

(2n + 1) + (2n° + 2n)? — (2n? + 2n + 1)?
= 2n+1)*+2n° +2n+2n*+2n+1)- (2n* +2n —2n* — 2n — 1)



Wyktad 4, str. 20

‘ Rownania diofantyczne I

Przyktad: (réwnanie Pitagorasa)
22 4oy — 22 =0

r=2n+1
Dla kazdego n € N, trdjka {y = 2n?% + 2n } stanowli rozwigzanie, bo:
z=2n’+2n+1

(2n + 1) + (2n° + 2n)? — (2n? + 2n + 1)?
= 2n+ 1)+ 2n° +2n+2n*+2n+1) - (2n* +2n —2n* — 2n — 1)




Wyktad 4, str. 20

‘ Rownania diofantyczne I

Przyktad: (réwnanie Pitagorasa)
22 4oy — 22 =0

r=2n+1
Dla kazdego n € N, trdjka {y = 2n?% + 2n } stanowli rozwigzanie, bo:
z=2n’+2n+1

(2n + 1) + (2n° + 2n)? — (2n? + 2n + 1)?
= 2n+1)*+2n° +2n+2n°*+2n+1) - (2n* +2n —2n* — 2n — 1)




Wyktad 4, str. 20

‘ Rownania diofantyczne I

Przyktad: (réwnanie Pitagorasa)
22 4oy — 22 =0

r=2n+1
Dla kazdego n € N, trdjka {y = 2n?% + 2n } stanowli rozwigzanie, bo:
z=2n’+2n+1

(2n + 1) + (2n° + 2n)? — (2n? + 2n + 1)?
= 2n+1)*+2n° +2n+2n°*+2n+1) - (2n* +2n —2n* — 2n — 1)
= 2n+1)*+ “n* +4n+1)-(-1)




Wyktad 4, str. 20

‘ Rownania diofantyczne I

Przyktad: (réwnanie Pitagorasa)
22 4oy — 22 =0

r=2n+1
Dla kazdego n € N, trdjka {y = 2n?% + 2n } stanowli rozwigzanie, bo:
z=2n’+2n+1

(2n + 1) + (2n° + 2n)? — (2n? + 2n + 1)?
= 2n+1)*+2n° +2n+2n°*+2n+1) - (2n* +2n —2n* — 2n — 1)
= 2n+1)*+@n°+4n+1)-(-1) = 2n+1)* — (2n + 1)?




Wyktad 4, str. 20

‘ Rownania diofantyczne I

Przyktad: (réwnanie Pitagorasa)
22 4oy — 22 =0

r=2n+1
Dla kazdego n € N, trdjka {y = 2n?% + 2n } stanowli rozwigzanie, bo:
z=2n’+2n+1

(2n + 1) + (2n° + 2n)? — (2n? + 2n + 1)?

= 2n+1)*+2n° +2n+2n°*+2n+1) - (2n* +2n —2n* — 2n — 1)
= 2n+1)*+@n°+4n+1)-(-1) = 2n+1)* — (2n + 1)?

=0




Wyktad 4, str. 20

‘ Rownania diofantyczne'

Przyktad: (réwnanie Pitagorasa)
224y — 22— ()

r=2n+1
Dla kazdego n € N, trdojka {y = 2n% + 2n } stanowi rozwigzanie, bo:
z=2n*+2n+1

(2n +1)% + (2n? + 2n)? — (2n° + 2n + 1)?

= 2n+1)2+ (22 +2n+2n% 4+ 2n+1)- (2n% 4+ 2n — 202 — 2n — 1)
= 2n+1)2+ n2 +4n+1)-(-1) = (2n+1)2 - (2n+1)?

=0

Przyktad: (réwnanie Fermata)
Rownanie 2" 4 y" — 2™ = 0 nie ma rozwigzania dla zadnego n > 3.



Wyktad 4, str. 20

‘ Rownania diofantyczne'

Przyktad: (réwnanie Pitagorasa)
224y — 22— ()

r=2n+1
Dla kazdego n € N, trdojka {y = 2n% + 2n } stanowi rozwigzanie, bo:
z=2n*+2n+1

(2n +1)% + (2n? + 2n)? — (2n° + 2n + 1)?

= 2n+1)2+ (22 +2n+2n% 4+ 2n+1)- (2n% 4+ 2n — 202 — 2n — 1)
= 2n+1)2+ n2 +4n+1)-(-1) = (2n+1)2 - (2n+ 1)?

=0

Przyktad: (réwnanie Fermata)
Rownanie 2" 4 y" — 2™ = 0 nie ma rozwigzania dla zadnego n > 3.

Tak napisat Pierre de Fermat w 1673, ale nie podat dowodu



Wyktad 4, str. 20

‘ Rownania diofantyczne'

Przyktad: (réwnanie Pitagorasa)
224y — 22— ()

r=2n+1
Dla kazdego n € N, trdojka {y = 2n% + 2n } stanowi rozwigzanie, bo:
z=2n*+2n+1

(2n +1)% + (2n? + 2n)? — (2n° + 2n + 1)?

= 2n+1)2+ (22 +2n+2n% 4+ 2n+1)- (2n% 4+ 2n — 202 — 2n — 1)
= (@04 124 (402 +dn+ 1) (-1) = @n+1)? — 20+ 1)

= 0

Przyktad: (réwnanie Fermata)
Rownanie 2" 4 y" — 2™ = 0 nie ma rozwigzania dla zadnego n > 3.

Tak napisat Pierre de Fermat w 1673, ale nie podat dowodu; dowdd podat
Andrew Wiles w 1995.



Wyktad 4, str. 21

‘Liniowe rownania diofantyczne'

z 2 niewiadomymi:

nr +my =k



Wyktad 4, str. 21

‘Liniowe rownania diofantyczne'

z 2 niewiadomymi:

nr + my =k

Rozwigzanie moze nie istnie¢, np. dla 22+ 2y =1



Wyktad 4, str.21

‘Liniowe rownania diofantyczne'

z 2 niewiadomymi:

nr + my =k
Rozwigzanie moze nie istnie¢, np. dla 22+ 2y =1

Jesli d = nwd(n,m) | k , to rozwigzanie istnigje



Wyktad 4, str.21

‘Liniowe rownania diofantyczne'

z 2 niewiadomymi:

nr +my =k
Rozwigzanie moze nie istnie¢, np. dla 2z + 2y =1

Jesli d = nwd(n,m) | k , to rozwigzanie istnieje i mozna je wyznaczy¢ tak:
dla pewnych 2/, vy’, s € Z zachodzi:

d = nwd(n,m) = n-z' +m-y



Wyktad 4, str. 21

‘Liniowe rownania diofantyczne'

z 2 niewiadomymi:

nr + my =k
Rozwigzanie moze nie istnie¢, np. dla 2z + 2y =1

Jesli d = nwd(n,m) | k , to rozwigzanie istnieje i mozna je wyznaczy¢ tak:
dla pewnych 2/, vy’, s € Z zachodzi:

d = nwd(n,m) = n-z'+m-y i

k = nwd(n,m)-s = n-2'-s+m-y -s



Wyktad 4, str. 21

‘Liniowe rownania diofantyczne'

z 2 niewiadomymi:

ne+my =k
Rozwigzanie moze nie istnie¢, np. dla 2z + 2y =1

Jesli d =nwd(n,m) | k, to rozwigzanie istnieje i mozna je wyznaczy¢ tak:
dla pewnych 2/, v’, s € Z zachodzi:

d = nwd(n,m) = n-z'+m-y i
— . — . /. . /.
k = nwd(n,m)-s =n-z'-s+m-y -s

N——

L Y



Wyktad 4, str. 21

‘Liniowe rownania diofantyczne'

z 2 niewiadomymi:

nr + my =k
Rozwigzanie moze nie istnie¢, np. dla 2z + 2y =1

Jesli d = nwd(n,m) | k , to rozwigzanie istnieje i mozna je wyznaczy¢ tak:
dla pewnych 2/, vy’, s € Z zachodzi:

d = nwd(n,m) = n-2'+m -9 i

E = nwd s = n-1 - -
nwd(n,m)-s = n-x -s+m-y -s

* Y

Inne rozwigzania: dla dowolnego t € 7Z

r =2 -s+ 5t
y =y -s—4-1

jest rozwigzaniem



Wyktad 4, str. 21

‘Liniowe rownania diofantyczne'

z 2 niewiadomymi:

nr + my =k
Rozwigzanie moze nie istnie¢, np. dla 2z + 2y =1

Jesli d = nwd(n,m) | k , to rozwigzanie istnieje i mozna je wyznaczy¢ tak:
dla pewnych 2/, vy’, s € Z zachodzi:

d = nwd(n,m) = n-2' +m -y i

E = nwd s = n-x - o
nwd(n,m)-s = n-x -s+m-y -s

* Y

Inne rozwigzania: dla dowolnego t € 7Z

r =2 -5+t
y =y -s—45-t

jest rozwigzaniem:

n-(z-s+2-t)+m-(y-s—2-1)



Wyktad 4, str. 21

‘Liniowe rownania diofantyczne'

z 2 niewiadomymi:

nr + my =k
Rozwigzanie moze nie istnie¢, np. dla 2z + 2y =1

Jesli d = nwd(n,m) | k , to rozwigzanie istnieje i mozna je wyznaczy¢ tak:
dla pewnych 2/, vy’, s € Z zachodzi:

d = nwd(n,m) = n-2' +m -y i
E = nwd s = n-q o
nwd(n,m)-s = n-x -s+m-y -s
. Y
Inne rozwigzania: dla dowolnego t € 7Z
r =2 -5+t
y =y -s—14-t
jest rozwigzaniem:
n-(z-s+2-t)+m-(y-s—2-1)



Wyktad 4, str. 21

‘Liniowe rownania diofantyczne'

z 2 niewiadomymi:

nr + my =k
Rozwigzanie moze nie istnie¢, np. dla 2z + 2y =1

Jesli d = nwd(n,m) | k , to rozwigzanie istnieje i mozna je wyznaczy¢ tak:
dla pewnych 2/, vy’, s € Z zachodzi:

d = nwd(n,m) = n-2' +m -y i
E = nwd s = n-q o
nwd(n,m)-s = n-x -s+m-y -s
. Y
Inne rozwigzania: dla dowolnego t € 7Z
r =2 -5+t
y =y -s—14-t
jest rozwigzaniem:
n-(z-s+2-t)+m-(y-s—2-1)

— (n$/+my/)s



Wyktad 4, str. 21

‘Liniowe rownania diofantyczne'

z 2 niewiadomymi:

nr + my =k
Rozwigzanie moze nie istnie¢, np. dla 2z + 2y =1

Jesli d = nwd(n,m) | k , to rozwigzanie istnieje i mozna je wyznaczy¢ tak:
dla pewnych 2/, vy’, s € Z zachodzi:

d = nwd(n,m) = n-2' +m -y i

E = nwd s = n-x - o
nwd(n,m)-s = n-x -s+m-y -s

* Y

Inne rozwigzania: dla dowolnego t € 7Z

r =2 -5+t
y =y -s—45-t

jest rozwigzaniem:
n-(z-s+2-t)+m-(y-s—2-1)
= (n-2'+m-y')-s = nwd(n,m)-s



Wyktad 4, str. 21

‘Liniowe rownania diofantyczne'

z 2 niewiadomymi:

nr + my =k
Rozwigzanie moze nie istnie¢, np. dla 2z + 2y =1

Jesli d = nwd(n,m) | k , to rozwigzanie istnieje i mozna je wyznaczy¢ tak:
dla pewnych 2/, vy’, s € Z zachodzi:

d = nwd(n,m) = n-2' +m -y i

E = nwd s = n-x - o
nwd(n,m)-s = n-x -s+m-y -s

* Y

Inne rozwigzania: dla dowolnego t € 7Z

r =2 -5+t
y =y -s—45-t

jest rozwigzaniem:
n-(z-s+2-t)+m-(y-s—2-1)
— n.g;’.3_|_m.y’.3_|_%.t_%.t
= (n-2'+m-y')-s = nwd(n,m)-s = k



Wyktad 4, str. 22

‘Liniowe rownania diofantyczne'

Przyktad: 6z — 8y =4



Wyktad 4, str. 22

‘Liniowe rownania diofantyczne'

Przyktad: 62z — 8y =4
nwd(6,—8) = 2 = 6-(—1)+(—8)-(—1)



Wyktad 4, str. 22

‘Liniowe rownania diofantyczne'

Przyktad: 6x — 8y =4
nwd(6,—8) = 2 = 6-(—1)+ (=8)-(-1)
4 = nwd(6,—8) -2



Wyktad 4, str. 22

‘Liniowe rownania diofantyczne'

Przyktad: 6x — 8y =4
nwd(6,—8) = 2 = 6-(—1)+ (—8)-

(
. r=—1-2 T = —2
4 = nwd(6,—8) -2, wiec {y:—l-Q} — {y:—Q}

jest rozwigzaniem.

N———"



Wyktad 4, str.22

‘Liniowe rownania diofantyczne'

Przyktad: 6x — 8y =4
nwd(6,—8) = 2 = 6-(—1)+(—8)-(—1)

. r=—1-2 T = —
4 = nwd(6,—8) -2, wiec {y——l-Q}:{ }

jest rozwigzaniem. Wszystkie rozwigzania:

r=—-2+-1
y:—2—g-t

dlat € Z.



Wyktad 4, str.22

‘Liniowe rownania diofantyczne'

Przyktad: 6x — 8y =4
nwd(6,—8) = 2 = 6-(—1)+(—8)-(—1)

4 = nwd(6,—8) -2, wiec {ii:ig} = {m: B }
jest rozwigzaniem. Wszystkie rozwigzania:
{x =2+ 3. t}
y=—2— g -1
dlat e Z.

Przyktad: 62 — 8y =7



Wyktad 4, str. 22

‘Liniowe rownania diofantyczne'

Przyktad: 6x — 8y =4
nwd(6,—8) = 2 = 6-(—1)+ (=8)-(—1)

. r=—1-2 T = —2
4 = nwd(6,—8) -2, wiec {y:—l-Q}_ { }

jest rozwigzaniem. Wszystkie rozwigzania:
{:L’ =24+ t}
_ 6
dlat e Z.

Przyktad: 62 — 8y =7
nwd(6,—8) = 2,7



Wyktad 4, str. 22

‘Liniowe rownania diofantyczne'

Przyktad: 6x — 8y =4
nwd(6,—8) = 2 = 6-(—1)+ (=8)-(—1)

. r=—1-2 r = —2
4 = nwd(6,—8) -2, wiec {y:—l-Q}_ { }

jest rozwigzaniem. Wszystkie rozwigzania:
{:L’ =24+ t}
_ 6
dlat e Z.

Przyktad: 62 — 8y =7

nwd (6, —8) = 2 )7, wiec rozwigzanie nie istnieje



Wyktad 4, str. 23

‘Liniowe rownania diofantyczne'

Przyktad: 12x + 28y =8



Wyktad 4, str. 23

‘Liniowe rownania diofantyczne'

Przyktad: 12z 4 28y =8

NWD wspdtczynnikdw wynosi 4, wyraz wolny dzieli sie przez 4, wiec rozwigzania istniej3.



Wyktad 4, str. 23

‘Liniowe rownania diofantyczne'

Przyktad: 12x + 28y =8

NWD wspotczynnikdw wynosi 4, wyraz wolny dzieli sie przez 4, wiec rozwigzania istniej3.
Zeby je znalez¢ najlepiej jest zacza€ od podzielenia obu stron rownania przez 4 | otrzymac
prostsze rbwnowazne

3r + Ty = 2



Wyktad 4, str. 23

‘Liniowe rownania diofantyczne'

Przyktad: 12x + 28y =8

NWD wspotczynnikdw wynosi 4, wyraz wolny dzieli sie przez 4, wiec rozwigzania istniej3.
Zeby je znalez¢ najlepiej jest zacza€ od podzielenia obu stron rownania przez 4 | otrzymac
prostsze rbwnowazne

3r + Ty = 2

Algorytm Euklidesa, zeby wyznaczy¢ takie m,n € Z, ze
nwd(3,7) =3m + Tn



Wyktad 4, str. 23

‘Liniowe rownania diofantyczne'

Przyktad: 12x + 28y =8

NWD wspotczynnikdw wynosi 4, wyraz wolny dzieli sie przez 4, wiec rozwigzania istniej3.
Zeby je znalez¢ najlepiej jest zacza€ od podzielenia obu stron réwnania przez 4 i otrzymac
prostsze rbwnowazne

3r + Ty = 2

Algorytm Euklidesa, zeby wyznaczy¢ takie m,n € Z, ze
nwd(3,7) =3m + Tn :

7 = 17+03



Wyktad 4, str. 23

‘Liniowe rownania diofantyczne'

Przyktad: 12x + 28y =8

NWD wspotczynnikdw wynosi 4, wyraz wolny dzieli sie przez 4, wiec rozwigzania istniej3.
Zeby je znalez¢ najlepiej jest zacza€ od podzielenia obu stron rownania przez 4 | otrzymac
prostsze rbwnowazne

3r + Ty = 2

Algorytm Euklidesa, zeby wyznaczy¢ takie m,n € Z, ze
nwd(3,7) =3m + Tn :

7 = 17+03
3 = 07+1-3



Wyktad 4, str. 23

‘Liniowe rownania diofantyczne'

Przyktad: 122 4 28y =8

NWD wspdtczynnikdw wynosi 4, wyraz wolny dzieli sie przez 4, wiec rozwigzania istniej3.
Zeby je znalez¢ najlepiej jest zacza€ od podzielenia obu stron rownania przez 4 | otrzymac
prostsze rbwnowazne

3r + Ty = 2
Algorytm Euklidesa, zeby wyznaczy¢ takie m,n € Z, ze

nwd(3,7) =3m + Tn :

7 = 17403
3 =07+4+1-3
1 = 1.7-23



Wyktad 4, str. 23

‘Liniowe rownania diofantyczne'

Przyktad: 12x + 28y =8

NWD wspotczynnikdw wynosi 4, wyraz wolny dzieli sie przez 4, wiec rozwigzania istniej3.
Zeby je znalez¢ najlepiej jest zacza€ od podzielenia obu stron rownania przez 4 | otrzymac
prostsze rbwnowazne

3r + Ty = 2

Algorytm Euklidesa, zeby wyznaczy¢ takie m,n € Z, ze
nwd(3,7) =3m + Tn :

7 = 17403
3 = 07+4+1-3
1 = 1.7-23

wiec (—2)-3+4+1-7=1
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‘Liniowe rownania diofantyczne'

Przyktad: 12x + 28y =8

NWD wspotczynnikdw wynosi 4, wyraz wolny dzieli sie przez 4, wiec rozwigzania istniej3.
Zeby je znalez¢ najlepiej jest zacza€ od podzielenia obu stron rownania przez 4 | otrzymac
prostsze rbwnowazne

3r + Ty = 2

Algorytm Euklidesa, zeby wyznaczy¢ takie m,n € Z, ze
nwd(3,7) =3m + Tn :

7 = 17403
3 = 07+4+1-3
1 = 1.7-23

wiec (—2)-3+1-7=1, wiec {Zj i 1_.22' 2} — {55 i 2_4} jest jednym z rozwigzan
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‘Liniowe rownania diofantyczne'

Przyktad: 12z 4 28y =8

NWD wspdtczynnikdw wynosi 4, wyraz wolny dzieli sie przez 4, wiec rozwigzania istniej3.
Zeby je znalez¢ najlepiej jest zacza€ od podzielenia obu stron rownania przez 4 | otrzymac
prostsze rbwnowazne

3x + Ty = 2

Algorytm Euklidesa, zeby wyznaczy¢ takie m,n € Z, ze
nwd(3,7) =3m + Tn :

7 = 17403
3 =07+1-3
1 = 17-23

wiec (—2)-3+1-7=1, wiec {;’; f 1_22 2} — {;’; - _4} jest jednym z rozwigzan

Wszystkie rozwigzania:



Wyktad 4, str. 24

‘ Liczby pierwsze'

Definicja:
Liczba n € N jest pierwsza, jesli dzieli si¢ tylko przez 1 in.
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Twierdzenie: (Euklidesa)
Zbior ‘P liczb pierwszych jest nieskonczony.
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‘ Liczby pierwsze'

Definicja:
Liczba n € N jest pierwsza, jesli dzieli sie¢ tylko przez 1 in.

Twierdzenie: (Euklidesa)
Zbior ‘P liczb pierwszych jest nieskonczony.

Dowod:
Gdyby byt skonczony, P = {p1,...,p,}, to niech ¢ bedzie iloczynem
wszystkich tych liczb:

(= p1 ... Dy
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‘ Liczby pierwsze'

Definicja:
Liczba n € N jest pierwsza, jesli dzieli sie tylko przez 1 in.

Twierdzenie: (Euklidesa)
Zbior ‘P liczb pierwszych jest nieskonczony.

Dowod:
Gdyby byt skonczony, P = {p1,...,p,}, to niech ¢ bedzie iloczynem
wszystkich tych liczb:

0 = p1 ... Dy

Liczba ¢ + 1 nie dzieli sie przez zadnga liczbe ze zbioru P (zawsze daje
reszte 1), wiec jest pierwsza
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‘ Liczby pierwsze'

Definicja:
Liczba n € N jest pierwsza, jesli dzieli sie tylko przez 1 in.

Twierdzenie: (Euklidesa)
Zbior ‘P liczb pierwszych jest nieskonczony.

Dowod:

Gdyby byt skonczony, P = {p1,...,p,}, to niech ¢ bedzie iloczynem
wszystkich tych liczb:

0 = p1 ... Dy

Liczba ¢ + 1 nie dzieli sie przez zadnga liczbe ze zbioru P (zawsze daje

reszte 1), wiec jest pierwsza; ale jest wieksza od wszystkich w P —

sprzecznosc.
[]



Wyktad 4, str. 25

‘ Liczby pierwsze'

Sito Eratosthenesa — do znajdywania wszystkich liczb pierwszych nie
wiekszych od danego n € N.
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‘ Liczby pierwsze'

Sito Eratosthenesa — do znajdywania wszystkich liczb pierwszych nie
wiekszych od danego n € N.

Tabliczka wszystkich liczb od 2 do n pomalowanych na biato.
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‘ Liczby pierwsze'

Sito Eratosthenesa — do znajdywania wszystkich liczb pierwszych nie
wiekszych od danego n € N.

Tabliczka wszystkich liczb od 2 do n pomalowanych na biato. Przegladamy
te liczby od najmniejszej w gore; dla kazdej biatej p:
e przemalowujemy p na zielono
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Sito Eratosthenesa — do znajdywania wszystkich liczb pierwszych nie
wiekszych od danego n € N.

Tabliczka wszystkich liczb od 2 do n pomalowanych na biato. Przegladamy
te liczby od najmniejszej w gore; dla kazdej biatej p:

e przemalowujemy p na zielono

e poczawszy od 2p co p-t3a liczbe przemalowujemy na czerwono
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‘ Liczby pierwsze'

Sito Eratosthenesa — do znajdywania wszystkich liczb pierwszych nie
wiekszych od danego n € N.

Tabliczka wszystkich liczb od 2 do n pomalowanych na biato. Przegladamy
te liczby od najmniejszej w gore; dla kazdej biatej p:

e przemalowujemy p na zielono

e poczawszy od 2p co p-t3 liczbe przemalowujemy na czerwono

for (p=2; p<=n; p++)
if (p jest biata) {
przemaluj p na zielono;
for (i=2*p; i<=n; i=i+p)
przemaluj | na czerwono;
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‘ Liczby pierwsze'

Sito Eratosthenesa — do znajdywania wszystkich liczb pierwszych nie
wiekszych od danego n € N.

Tabliczka wszystkich liczb od 2 do n pomalowanych na biato. Przegladamy
te liczby od najmniejszej w gore; dla kazdej biatej p:

e przemalowujemy p na zielono

e poczawszy od 2p co p-t3 liczbe przemalowujemy na czerwono

for (p=2; p<=n; p++)
if (p jest biata) {
przemaluj p na zielono;
for (i=2*p; i<=n; i=i+p)
przemaluj | na czerwono;

Liczby zielone sg pierwsze.
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‘ Liczby pierwsze'

Sito Eratosthenesa — do znajdywania wszystkich liczb pierwszych nie
wiekszych od danego n € N.

Tabliczka wszystkich liczb od 2 do n pomalowanych na biato. Przegladamy
te liczby od najmniejszej w gore; dla kazdej biatej p:

e przemalowujemy p na zielono

e poczawszy od 2p co p-t3a liczbe przemalowujemy na czerwono

for (p=2; p<=n; p++)
if (p jest biata) {
przemaluj p na zielono;
for (i=2%p; i<=n; i=i+p)
przemaluj | na czerwono;

Liczby zielone sg pierwsze.
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‘ Liczby pierwsze'

Sito Eratosthenesa — do znajdywania wszystkich liczb pierwszych nie
wiekszych od danego n € N.

Tabliczka wszystkich liczb od 2 do n pomalowanych na biato. Przegladamy
te liczby od najmniejszej w gore; dla kazdej biatej p:

e przemalowujemy p na zielono

e poczawszy od 2p co p-t3a liczbe przemalowujemy na czerwono

for (p=2; p<=n; p++)
if (p jest biata) {
przemaluj p na zielono;
for (i=2%p; i<=n; i=i+p)
przemaluj | na czerwono;

Liczby zielone sg pierwsze.
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‘ Liczby pierwsze'

Sito Eratosthenesa — do znajdywania wszystkich liczb pierwszych nie
wiekszych od danego n € N.

Tabliczka wszystkich liczb od 2 do n pomalowanych na biato. Przegladamy
te liczby od najmniejszej w gore; dla kazdej biatej p:

e przemalowujemy p na zielono

e poczawszy od 2p co p-t3a liczbe przemalowujemy na czerwono

for (p=2; p<=n; p++)
if (p jest biata) {
przemaluj p na zielono;
for (i=2%p; i<=n; i=i+p)
przemaluj | na czerwono;
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‘ Liczby pierwsze'

Sito Eratosthenesa — do znajdywania wszystkich liczb pierwszych nie
wiekszych od danego n € N.

Tabliczka wszystkich liczb od 2 do n pomalowanych na biato. Przegladamy
te liczby od najmniejszej w gore; dla kazdej biatej p:

e przemalowujemy p na zielono

e poczawszy od 2p co p-t3a liczbe przemalowujemy na czerwono

for (p=2; p<=n; p++)
if (p jest biata) {
przemaluj p na zielono;
for (i=2%p; i<=n; i=i+p)
przemaluj | na czerwono;

Liczby zielone sg pierwsze.
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Wyktad 4, str. 25

‘ Liczby pierwsze'

Sito Eratosthenesa — do znajdywania wszystkich liczb pierwszych nie
wiekszych od danego n € N.

Tabliczka wszystkich liczb od 2 do n pomalowanych na biato. Przegladamy
te liczby od najmniejszej w gore; dla kazdej biatej p:

e przemalowujemy p na zielono

e poczawszy od 2p co p-t3a liczbe przemalowujemy na czerwono

for (p=2; p<=n; p++)
if (p jest biata) {
przemaluj p na zielono;
for (i=2%p; i<=n; i=i+p)
przemaluj | na czerwono;

Liczby zielone sg pierwsze.
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‘ Liczby pierwsze'

Sito Eratosthenesa — do znajdywania wszystkich liczb pierwszych nie
wiekszych od danego n € N.

Tabliczka wszystkich liczb od 2 do n pomalowanych na biato. Przegladamy
te liczby od najmniejszej w gore; dla kazdej biatej p:

e przemalowujemy p na zielono

e poczawszy od 2p co p-t3a liczbe przemalowujemy na czerwono

for (p=2; p<=n; p++)
if (p jest biata) {
przemaluj p na zielono;
for (i=2%p; i<=n; i=i+p)
przemaluj | na czerwono;

Liczby zielone sg pierwsze.
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‘ Liczby pierwsze'

Sito Eratosthenesa — do znajdywania wszystkich liczb pierwszych nie
wiekszych od danego n € N.

Tabliczka wszystkich liczb od 2 do n pomalowanych na biato. Przegladamy
te liczby od najmniejszej w gore; dla kazdej biatej p:

e przemalowujemy p na zielono

e poczawszy od 2p co p-t3a liczbe przemalowujemy na czerwono

for (p=2; p<=n; p++)
if (p jest biata) {
przemaluj p na zielono;
for (i=2%p; i<=n; i=i+p)
przemaluj | na czerwono;

Liczby zielone sg pierwsze.
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‘ Liczby pierwsze'

Sito Eratosthenesa — do znajdywania wszystkich liczb pierwszych nie
wiekszych od danego n € N.

Tabliczka wszystkich liczb od 2 do n pomalowanych na biato. Przegladamy
te liczby od najmniejszej w gore; dla kazdej biatej p:

e przemalowujemy p na zielono

e poczawszy od 2p co p-t3a liczbe przemalowujemy na czerwono

for (p=2; p<=n; p++)
if (p jest biata) {
przemaluj p na zielono;
for (i=2%p; i<=n; i=i+p)
przemaluj | na czerwono;

Liczby zielone sg pierwsze.
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‘ Liczby pierwsze'

Sito Eratosthenesa — do znajdywania wszystkich liczb pierwszych nie
wiekszych od danego n € N.

Tabliczka wszystkich liczb od 2 do n pomalowanych na biato. Przegladamy
te liczby od najmniejszej w gore; dla kazdej biatej p:

e przemalowujemy p na zielono
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for (p=2; p<=n; p++)
if (p jest biata) {
przemaluj p na zielono;
for (i=2%p; i<=n; i=i+p)
przemaluj | na czerwono;

Liczby zielone sg pierwsze.
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‘ Liczby pierwsze'

Sito Eratosthenesa — do znajdywania wszystkich liczb pierwszych nie
wiekszych od danego n € N.

Tabliczka wszystkich liczb od 2 do n pomalowanych na biato. Przegladamy
te liczby od najmniejszej w gore; dla kazdej biatej p:

e przemalowujemy p na zielono

e poczawszy od 2p co p-t3a liczbe przemalowujemy na czerwono

for (p=2; p<=n; p++)
if (p jest biata) {
przemaluj p na zielono;
for (i=2%p; i<=n; i=i+p)
przemaluj | na czerwono;

Liczby zielone sg pierwsze.
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‘ Liczby pierwsze'

Sito Eratosthenesa — do znajdywania wszystkich liczb pierwszych nie
wiekszych od danego n € N.

Tabliczka wszystkich liczb od 2 do n pomalowanych na biato. Przegladamy
te liczby od najmniejszej w gore; dla kazdej biatej p:

e przemalowujemy p na zielono

e poczawszy od 2p co p-t3a liczbe przemalowujemy na czerwono

for (p=2; p<=n; p++)
if (p jest biata) {
przemaluj p na zielono;
for (i=2%p; i<=n; i=i+p)
przemaluj | na czerwono;

Liczby zielone sg pierwsze.
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‘ Liczby pierwsze'

Sito Eratosthenesa — do znajdywania wszystkich liczb pierwszych nie
wiekszych od danego n € N.

Tabliczka wszystkich liczb od 2 do n pomalowanych na biato. Przegladamy
te liczby od najmniejszej w gore; dla kazdej biatej p:

e przemalowujemy p na zielono

e poczawszy od 2p co p-t3a liczbe przemalowujemy na czerwono

for (p=2; p<=n; p++)
if (p jest biata) {
przemaluj p na zielono;
for (i=2%p; i<=n; i=i+p)
przemaluj | na czerwono;

Liczby zielone sg pierwsze.
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‘ Liczby pierwsze'

Sito Eratosthenesa — do znajdywania wszystkich liczb pierwszych nie
wiekszych od danego n € N.

Tabliczka wszystkich liczb od 2 do n pomalowanych na biato. Przegladamy
te liczby od najmniejszej w gore; dla kazdej biatej p:

e przemalowujemy p na zielono

e poczawszy od 2p co p-t3a liczbe przemalowujemy na czerwono

for (p=2; p<=n; p++)
if (p jest biata) {
przemaluj p na zielono;
for (i=2%p; i<=n; i=i+p)
przemaluj | na czerwono;

Liczby zielone sg pierwsze.
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‘ Liczby pierwsze'

Sito Eratosthenesa — do znajdywania wszystkich liczb pierwszych nie
wiekszych od danego n € N.

Tabliczka wszystkich liczb od 2 do n pomalowanych na biato. Przegladamy
te liczby od najmniejszej w gore; dla kazdej biatej p:

e przemalowujemy p na zielono

e poczawszy od 2p co p-t3a liczbe przemalowujemy na czerwono

for (p=2; p<=n; p++)
if (p jest biata) {
przemaluj p na zielono;
for (i=2%p; i<=n; i=i+p)
przemaluj | na czerwono;

Liczby zielone sg pierwsze.
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‘ Liczby pierwsze'

Sito Eratosthenesa — do znajdywania wszystkich liczb pierwszych nie
wiekszych od danego n € N.

Tabliczka wszystkich liczb od 2 do n pomalowanych na biato. Przegladamy
te liczby od najmniejszej w gore; dla kazdej biatej p:

e przemalowujemy p na zielono

e poczawszy od 2p co p-t3a liczbe przemalowujemy na czerwono

for (p=2; p<=n; p++)
if (p jest biata) {
przemaluj p na zielono;
for (i=2%p; i<=n; i=i+p)
przemaluj | na czerwono;

Liczby zielone sg pierwsze.
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‘ Liczby pierwsze'

Sito Eratosthenesa — do znajdywania wszystkich liczb pierwszych nie
wiekszych od danego n € N.

Tabliczka wszystkich liczb od 2 do n pomalowanych na biato. Przegladamy
te liczby od najmniejszej w gore; dla kazdej biatej p:

e przemalowujemy p na zielono

e poczawszy od 2p co p-t3a liczbe przemalowujemy na czerwono

for (p=2; p<=n; p++)
if (p jest biata) {
przemaluj p na zielono;
for (i=2%p; i<=n; i=i+p)
przemaluj | na czerwono;

Liczby zielone sg pierwsze.




Wyktad 4, str. 26

‘ Liczby pierwsze'

Nie ma prostego wzoru na liczby pierwsze.
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Nie ma prostego wzoru na liczby pierwsze.
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Wyktad 4, str.26

Liczby pierwsze

Nie ma prostego wzoru na liczby pierwsze.

Spirala Ulama
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Liczby pierwsze

Nie ma prostego wzoru na liczby pierwsze.

Spirala Ulama
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Liczby pierwsze

Nie ma prostego wzoru na liczby pierwsze.

Spirala Ulama
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Liczby pierwsze

Nie ma prostego wzoru na liczby pierwsze.

Spirala Ulama
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Wyktad 4, str. 27

‘Czy dana liczba jest pierwsza?'

Dla sprawdzenia pierwszosci liczby n € N mozemy sprawdzac jej podzielnos¢ przez ko-
lejne liczby naturalne
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lejne liczby naturalne

2,3,4,5, ....n—1

Jesli po drodze ktéras z reszt dzielenia wyniesie 0, to wiemy, ze jest ztozona; w przeciw-
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‘Czy dana liczba jest pierwsza?'
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‘Czy dana liczba jest pierwsza?'

Dla sprawdzenia pierwszosci liczby n € N mozemy sprawdzac jej podzielnos¢ przez ko-
lejne liczby naturalne

2,3,4,5, ....,n—1

Jesli po drodze ktéras z reszt dzielenia wyniesie 0, to wiemy, ze jest ztozona; w przeciw-
nym przypadku jest pierwsza.

Czy trzeba sprawdzad az tyle?

Twierdzenie:
Jesli liczba n nie dzieli sie przez zadna k taka ze 2 < k < ./n , to jest pierwsza.

Dowad:
Zatozmy, ze n jest ztozona, wiec n = p - g dlajakichsp,q € N, p > 2ip > 2. Zgodnie
z zatozeniem mamy p > \/niq > /n . Wiec

n=mp-q
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‘Czy dana liczba jest pierwsza?'

Dla sprawdzenia pierwszosci liczby n € N mozemy sprawdzac jej podzielnos¢ przez ko-
lejne liczby naturalne

2,3,4,5, ....,n—1

Jesli po drodze ktéras z reszt dzielenia wyniesie 0, to wiemy, ze jest ztozona; w przeciw-
nym przypadku jest pierwsza.

Czy trzeba sprawdzad az tyle?

Twierdzenie:
Jesli liczba n nie dzieli sie przez zadna k taka ze 2 < k < ./n , to jest pierwsza.

Dowad:
Zatozmy, ze n jest ztozona, wiec n = p - g dlajakichsp,q € N, p > 2ip > 2. Zgodnie
z zatozeniem mamy p > \/niq > /n . Wiec

n=p-qg>\n-yn
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Dla sprawdzenia pierwszosci liczby n € N mozemy sprawdzac jej podzielnos¢ przez ko-
lejne liczby naturalne

2,3,4,5, ....,n—1

Jesli po drodze ktéras z reszt dzielenia wyniesie 0, to wiemy, ze jest ztozona; w przeciw-
nym przypadku jest pierwsza.

Czy trzeba sprawdzad az tyle?

Twierdzenie:
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Dowad:
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z zatozeniem mamy p > \/niq > /n . Wiec

n=pqg>vyn-vn =n
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‘Czy dana liczba jest pierwsza?'

Dla sprawdzenia pierwszosci liczby n € N mozemy sprawdzac jej podzielnos¢ przez ko-
lejne liczby naturalne

2,3,4,5, ....,n—1

Jesli po drodze ktéras z reszt dzielenia wyniesie 0, to wiemy, ze jest ztozona; w przeciw-
nym przypadku jest pierwsza.

Czy trzeba sprawdzad az tyle?

Twierdzenie:
Jesli liczba n nie dzieli sie przez zadna k taka ze 2 < k < ./n , to jest pierwsza.

Dowad:
Zatozmy, ze n jest ztozona, wiec n = p - g dlajakichsp,q € N, p > 2ip > 2. Zgodnie
z zatozeniem mamy p > \/niq > /n . Wiec

n=pqg>vyn-vn =n

— sprzecznosc.
]



Wyktad 4, str.28

‘Czy dana liczba jest pierwsza?'

p=1;
do {
ptt; T = nip;
}
while (r !'= 0 && p*p < n);
if (r == 0) n jest ztozona;

else n jest pierwsza,;
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‘Czy dana liczba jest pierwsza?'

Czy 53 jest pierwsza?

p=1;
do {
ptt; T = nip;
}
while (r !'= 0 && p*p < n);
if (r == 0) n jest ztozona;

else n jest pierwsza,;
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‘Czy dana liczba jest pierwsza?'

Czy 53 jest pierwsza?

p=1; _

do { b3 mod 2 =1
ptt; T = nip;

}

while (r '= 0 && p*p < n);

if (r == 0) n jest ztozona;

else n jest pierwsza,;
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‘Czy dana liczba jest pierwsza?'

Czy 53 jest pierwsza?

=1,
EO f 53 mod 2 =1
ot = il 53 mod 3 = 2
h
while (r '= 0 && p*p < n);
if (r == 0) n jest ztozona;

else n jest pierwsza,;
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‘Czy dana liczba jest pierwsza?'

Czy 53 jest pierwsza?

=1,
go f 53 mod 2 =1
St T o il 53 mod 3 = 2
! ’ il 53 mod 4 =1
while (r '= 0 && p*p < n);
if (r == 0) n jest ztozona;

else n jest pierwsza,;



Wyktad 4, str.28

‘Czy dana liczba jest pierwsza?'

Czy 53 jest pierwsza?

g;li 53 mod 2 =1
e T = ol 53 mod 3 = 2

) ’ ’ 53 mod 4 =1
53 mod 5 =3

while (r '= 0 && p*p < n);
if (r == 0) n jest ztozona;
else n jest pierwsza,;



Wyktad 4, str.28

‘Czy dana liczba jest pierwsza?'

. . ;
p=1; Czy 53 jest pierwsza’

do { 53 mod 2 =1

St T o il 53 mod 3 = 2

! ’ - 53 mod 4 =1

. 53 mod 5 =3
= < n);

while (r 0 && p*p < n); ra od 6 — 5

if (r == 0) n jest ztozona;
else n jest pierwsza,;



Wyktad 4, str. 28

‘Czy dana liczba jest pierwsza?'

Czy 53 jest pierwsza?

5;1% 53 mod 2 =1
pt+; T = nhp; 53 mod 3 = 2

} 53 mod 4 =1
while (r !'= 0 && p*p < n); 53 mod 5 = 3
if (r == 0) n jest zZozona; 53 mod 6 = 5
53 mod 7 =4

else n jest pierwsza,



Wyktad 4, str. 28

‘Czy dana liczba jest pierwsza?'

Czy 53 jest pierwsza?

531; 53 mod 2 = 1
pt+; T = nhp; 53 mod 3 = 2

1 H3 mod 4 =1
while (r != 0 && p*p < n); 53 mod 5 =3
if (r == 0) n jest zlozona; 53 mod 6 = 5
53 mod 7 =4

) st DI : L
else n jest plerwsza 8-8 =064 > 53 wiec pierwsza.
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‘Czy dana liczba jest pierwsza?'

. . ,
p=1; Czy 53 jest pierwsza’

do { b3 mod 2 =1
pt+; T = nip; 53 mod 3 = 2

1 53 mod 4 =1
while (r !'= 0 && p*p < n) ; 53 mod 5 =3
if (r == 0) n jest ztozona; 53 mod 6 =5
53 mod 7 =4

) <t DI : L
else mn jest plerwsza 8-8 =064 > 53 wiec pierwsza.

Wystarczy sprawdzaé podzielnos¢ przez liczby pierwsze.
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1 53 mod 4 =1
while (r !'= 0 && p*p < n) ; 53 mod 5 =3
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53 mod 7 =4

) <t DI : L
else mn jest plerwsza 8-8 =064 > 53 wiec pierwsza.

Wystarczy sprawdzaé podzielnos¢ przez liczby pierwsze.
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‘Czy dana liczba jest pierwsza?'

. . ,
p=1; Czy 53 jest pierwsza®

do { 53 mod 2 =1
s T o= il 53 mod 3 = 2
while (r !'= 0 && p*p < n); 53 mod 5 =3
if (r == 0) n jest ztozona; 53 mod 6 =5
b3 mod 7 =4

N st DI : L
else n jest pierwsza 8.8 =064 > 53 wiec pierwsza.

Wystarczy sprawdzaé podzielnosc¢ przez liczby pierwsze.

Czy 173 jest liczbg pierwsza?
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‘Czy dana liczba jest pierwsza?'

Czy 53 jest pierwsza?

goli 53 mod 2 = 1
s T o= il 53 mod 3 = 2
while (r !'= 0 && p*p < n); 53 mod 5 =3
if (r == 0) n jest ztozona; 53 mod 6 =5
b3 mod 7 =4

N st DI : L
else n jest pierwsza 8.8 =064 > 53 wiec pierwsza.

Wystarczy sprawdzaé podzielnos¢ przez liczby pierwsze.

Czy 173 jest liczbg pierwsza?

173 mod2=1 173 mod 7=25
173 mod 3 =2 173 mod 11 =8
173 mod 5=3 173 mod 13 =4



‘Czy dana liczba jest pierwsza?'

p=1;
do {
ptt; T = nip;
}
while (r !'= 0 && p*p < n);
if (r == 0) n jest ztozona;

else n jest pierwsza,;

53 mod 2 =1
53 mod 3 = 2
Hhd mod 4 =1
53 mod 5 =3
53 mod 6 =5
53 mod 7 =14

Wyktad 4, str.28

Czy 53 jest pierwsza?

8-8 =064 > 53 wiec pierwsza.

Wystarczy sprawdzaé podzielnosc¢ przez liczby pierwsze.

Czy 173 jest liczbg pierwsza?

173 mod2=1 173 mod 7=25
173 mod 3 =2 173 mod 11 =8
173 mod b=3 173 mod 13 =4

1717 =289 > 173, wiec 173 jest pierwsza.



Wyktad 4, str. 29

‘Jednoznacznoéc’ rozktadu na iloczyn pierwszych'

Twierdzenie: (zasadnicze twierdzenie arytmetyki)

Kazda liczba n € N, n > 1, ma jednoznaczne przedstawienie w postaci
iloczynu liczb pierwszych:

n = p]fl -péﬁ?-...-pfr
gdzie pi,ps,...,p, Sa liczbami pierwszymi uporzadkowanymi rosnaco,

a wyktadniki ki, ks, ..., k. sa wszystkie wieksze od zera.
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‘Jednoznacznoéé rozktadu na iloczyn pierwszych'

Twierdzenie: (zasadnicze twierdzenie arytmetyki)

Kazda liczba n € N, n > 1, ma jednoznaczne przedstawienie w postaci
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n = plfl -pSQ-...-pffr
gdzie pi,po,...,p, sa liczbami pierwszymi uporzadkowanymi rosnaco,

a wyktadniki ki, ks, ..., k. sa wszystkie wieksze od zera.

Przyktady:
o 12 =2%.31
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o 12 =2%.31
o 13 =13



Wyktad 4, str. 29
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Twierdzenie: (zasadnicze twierdzenie arytmetyki)
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a wyktadniki ki, ks, ..., k. sa wszystkie wieksze od zera.
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o 12=22.3!
o 13 =13

e 360 =2%.3%.51
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‘Jednoznacznoéé rozktadu na iloczyn pierwszych'

Twierdzenie: (zasadnicze twierdzenie arytmetyki)

Kazda liczba n € N, n > 1, ma jednoznaczne przedstawienie w postaci
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n — p]fl -pSQ-...-pffr
gdzie pi,po,...,p, sa liczbami pierwszymi uporzadkowanymi rosnaco,

a wyktadniki ki, ks, ..., k. sa wszystkie wieksze od zera.

Przyktady:
o 12=22.3!
o 13 =13

e 360 =2%.3%.51

..ale...
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‘Jednoznacznoéc’ rozktadu na iloczyn pierwszych'

Twierdzenie: (zasadnicze twierdzenie arytmetyki)

Kazda liczba n € N, n > 1, ma jednoznaczne przedstawienie w postaci
iloczynu liczb pierwszych:

n = p]fl -pSQ-...-pfr
gdzie pi,ps,...,p, Sa liczbami pierwszymi uporzadkowanymi rosnaco,

a wyktadniki ki, ks, ..., k. sa wszystkie wieksze od zera.

Przyktady:
o 12=22.3!
o 13 =13

e 360 =2%.3%.51

...ale...

znajdowanie rozktadéw duzych liczb na czynniki jest trudne, wymaga wiel-
kich mocy obliczeniowe]



Wyktad 4, str. 29

‘Jednoznacznoéé rozktadu na iloczyn pierwszych'

Twierdzenie: (zasadnicze twierdzenie arytmetyki)

Kazda liczba n € N, n > 1, ma jednoznaczne przedstawienie w postaci
iloczynu liczb pierwszych:

n = p]fl -pSQ-...-pffr
gdzie pi,po,...,p, sa liczbami pierwszymi uporzadkowanymi rosnaco,

a wyktadniki ki, ks, ..., k. sa wszystkie wieksze od zera.

Przyktady:
o 12 =2%.3!
o 13 =131
e 360 =23.32.5!
...ale...
znajdowanie rozktadéw duzych liczb na czynniki jest trudne, wymaga wiel-
kich mocy obliczeniowe] — 1 na tym opiera sie bezpieczenstwo metod szy-

frowania.



