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Wniosek ze zwrotności:
MPrzy założeniach jak wyżej: x ∈ [x]R.

Twierdzenie: (o klasach abstrakcji)
MJeśli R jest relacją równoważności w zbiorze X , to dla każdych elementów x1 ∈ X
oraz x2 ∈ X

• jeśli x1Rx2, to oba wyznaczają tą samą klasę abstrakcji: [x1]R = [x2]R
• jeśli ¬x1Rx2, to ich klasy abstrakcji są rozłączne: [x1]R ∩ [x2]R = ∅

(To wynika z symetryczności i przechodniości R)
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elementów zbioru X względem relacji R oznaczamy przezX/R i nazywamy zbiorem
ilorazowym X przez R
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X/R def
=
{
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∣

∣ x ∈ X
}

(X/R jest więc zbiorem zbiorów)

Definicja: (przekształcenie ilorazowe)
MNiech R będzie relacją równoważności w zbiorze X . Przez przekształcenie ilorazowe
rozumiemy funkcję

ϕR : X → X/R

ϕR(x)
def
= [x]R

czyli przyporządkowującą każdemu elementowi jego klasę abstrakcji.
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a b c d e f

{a, e} {b, d} {c, f}

X

X/R
❄

ϕR
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Równoważność zachowująca działanie

A jeśli w zbiorze X jest określona jakaś operacja (działanie). . .

op : X ×X → X
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Czy to jest dobra definicja?

■
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Równoważność zachowująca działanie

op : X/R×X/R→ X/R

[x]R op [y]R
def
= [x op y]R

Czy to jest dobra definicja?
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(a) najpierw wybieramy pojedyncze elementy x i y z ich klas abstrakcji
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menty z tych samych klas abstrakcji?
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′ ∈ [y]R, więc [x
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Wykład 6, str. 13

Kongruencje ≡n w Z

Fakty już poznane:
MDla każdego n ∈ N t.ż. n ­ 2 relacja ≡n dana przez

a ≡n b ⇐⇒ a mod n = b mod n
⇐⇒ n | a− b

jest kongruencją w Z ze względu na dodawanie, odejmowanie i mnożenie.
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Wykład 6, str. 14

Kongruencje ≡n w Z

Przykład: tabelki działań w Z5:

M

+ 0 1 2 3 4

0 0 1 2 3 4

1 1 2 3 4 0

2 2 3 4 0 1

3 3 4 0 1 2

4 4 0 1 2 3

· 0 1 2 3 4

0 0 0 0 0 0

1 0 1 2 3 4

2 0 2 4 1 3

3 0 3 1 4 2

4 0 4 3 2 1
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Kongruencje ≡n w Z

Przykład: tabelki działań w Z5:

M

+ 0 1 2 3 4

0 0 1 2 3 4

1 1 2 3 4 0

2 2 3 4 0 1

3 3 4 0 1 2

4 4 0 1 2 3

· 0 1 2 3 4

0 0 0 0 0 0

1 0 1 2 3 4

2 0 2 4 1 3

3 0 3 1 4 2

4 0 4 3 2 1

Przykład: tabelki działań w Z10:

M

+ 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9

0 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9

1 1 2 3 4 5 6 7 8 9 0

2 2 3 4 5 6 7 8 9 0 1

3 3 4 5 6 7 8 9 0 1 2

4 4 5 6 7 8 9 0 1 2 3

5 5 6 7 8 9 0 1 2 3 4

6 6 7 8 9 0 1 2 3 4 5

7 7 8 9 0 1 2 3 4 5 6

8 8 9 0 1 2 3 4 5 6 7

9 9 0 1 2 3 4 5 6 7 8

· 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

1 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9

2 0 2 4 6 8 0 2 4 6 8

3 0 3 6 9 2 5 8 1 4 7

4 0 4 8 2 6 0 4 8 2 6

5 0 5 0 5 0 5 0 5 0 5

6 0 6 2 8 4 0 6 2 8 4

7 0 7 4 1 8 5 2 9 6 3

8 0 8 6 4 2 0 8 6 4 2

9 0 9 8 7 6 5 4 3 2 1
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a+ (−a) ≡n 0

Więc istnieje działanie przeciwne do dodawania.

A dla mnożenia?
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a · b ≡n 1 ?
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tylko wtedy, gdy n jest liczbą pierwszą.
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lenia jej sumy cyfr dziesiętnych przez 3.
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≡13 3

n ·9 + 3n ·4 = 3n ·(9 + 4) = 3n ·13 ≡13 0
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Chińskie twierdzenie o resztach

Po raz pierwszy:
Sun Zi, Chiny wiek III-V

Porządne sformułowanie:
Aryabhata, Indie wiek VI

Pełna ogólność:
Qin Jiushao, Chiny wiek XIII
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• m1,m2, . . . ,mk ∈ N niezerowe; M def
= m1 ·m2 ·. . .·mk
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


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
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
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M
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x0 =
(

M
m1
·s1 ·a1 +

M
m2
·s2 ·a2 + . . . +

M
mk
·sk ·ak
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Wykład 6, str. 28

Chińskie twierdzenie o resztach

Przykład-bajka:
M7 zbójców dzieli się łupem — sakiewką ze zrabowanymi talarami.
Okazuje się, że jeśli podzielą się po równo, to pozostanie 5 talarów,
których nie ma jak podzielić. Ale jeśli pominą Roztargnionego Ant-
ka (który i tak się nie połapie) to pozostaną im tylko 2 niepodzielne
talary.

Ile talarów jest w sakiewce?



Wykład 6, str. 28

Chińskie twierdzenie o resztach

Przykład-bajka:
M7 zbójców dzieli się łupem — sakiewką ze zrabowanymi talarami.
Okazuje się, że jeśli podzielą się po równo, to pozostanie 5 talarów,
których nie ma jak podzielić. Ale jeśli pominą Roztargnionego Ant-
ka (który i tak się nie połapie) to pozostaną im tylko 2 niepodzielne
talary.

Ile talarów jest w sakiewce?



Wykład 6, str. 28

Chińskie twierdzenie o resztach

Przykład-bajka:
M7 zbójców dzieli się łupem — sakiewką ze zrabowanymi talarami.
Okazuje się, że jeśli podzielą się po równo, to pozostanie 5 talarów,
których nie ma jak podzielić. Ale jeśli pominą Roztargnionego Ant-
ka (który i tak się nie połapie) to pozostaną im tylko 2 niepodzielne
talary.

Ile talarów jest w sakiewce?



Wykład 6, str. 28

Chińskie twierdzenie o resztach

Przykład-bajka:
M7 zbójców dzieli się łupem — sakiewką ze zrabowanymi talarami.
Okazuje się, że jeśli podzielą się po równo, to pozostanie 5 talarów,
których nie ma jak podzielić. Ale jeśli pominą Roztargnionego Ant-
ka (który i tak się nie połapie) to pozostaną im tylko 2 niepodzielne
talary.

Ile talarów jest w sakiewce?



Wykład 6, str. 28

Chińskie twierdzenie o resztach

Przykład-bajka:
M7 zbójców dzieli się łupem — sakiewką ze zrabowanymi talarami.
Okazuje się, że jeśli podzielą się po równo, to pozostanie 5 talarów,
których nie ma jak podzielić. Ale jeśli pominą Roztargnionego Ant-
ka (który i tak się nie połapie) to pozostaną im tylko 2 niepodzielne
talary.

Ile talarów jest w sakiewce?



Wykład 6, str. 28

Chińskie twierdzenie o resztach

Przykład-bajka:
M7 zbójców dzieli się łupem — sakiewką ze zrabowanymi talarami.
Okazuje się, że jeśli podzielą się po równo, to pozostanie 5 talarów,
których nie ma jak podzielić. Ale jeśli pominą Roztargnionego Ant-
ka (który i tak się nie połapie) to pozostaną im tylko 2 niepodzielne
talary.

Ile talarów jest w sakiewce?
{

x ≡6 2
x ≡7 5



Wykład 6, str. 28

Chińskie twierdzenie o resztach

Przykład-bajka:
M7 zbójców dzieli się łupem — sakiewką ze zrabowanymi talarami.
Okazuje się, że jeśli podzielą się po równo, to pozostanie 5 talarów,
których nie ma jak podzielić. Ale jeśli pominą Roztargnionego Ant-
ka (który i tak się nie połapie) to pozostaną im tylko 2 niepodzielne
talary.

Ile talarów jest w sakiewce?
{

x ≡6 2
x ≡7 5

Obliczenie s1, s2:
7·s1 ≡6 1 −→ s1 = 1
6·s2 ≡7 1 −→ s2 = 6



Wykład 6, str. 28

Chińskie twierdzenie o resztach

Przykład-bajka:
M7 zbójców dzieli się łupem — sakiewką ze zrabowanymi talarami.
Okazuje się, że jeśli podzielą się po równo, to pozostanie 5 talarów,
których nie ma jak podzielić. Ale jeśli pominą Roztargnionego Ant-
ka (który i tak się nie połapie) to pozostaną im tylko 2 niepodzielne
talary.

Ile talarów jest w sakiewce?
{

x ≡6 2
x ≡7 5

Obliczenie s1, s2:
7·s1 ≡6 1 −→ s1 = 1
6·s2 ≡7 1 −→ s2 = 6



Wykład 6, str. 28

Chińskie twierdzenie o resztach

Przykład-bajka:
M7 zbójców dzieli się łupem — sakiewką ze zrabowanymi talarami.
Okazuje się, że jeśli podzielą się po równo, to pozostanie 5 talarów,
których nie ma jak podzielić. Ale jeśli pominą Roztargnionego Ant-
ka (który i tak się nie połapie) to pozostaną im tylko 2 niepodzielne
talary.

Ile talarów jest w sakiewce?
{

x ≡6 2
x ≡7 5

Obliczenie s1, s2:
7·s1 ≡6 1 −→ s1 = 1
6·s2 ≡7 1 −→ s2 = 6



Wykład 6, str. 28

Chińskie twierdzenie o resztach

Przykład-bajka:
M7 zbójców dzieli się łupem — sakiewką ze zrabowanymi talarami.
Okazuje się, że jeśli podzielą się po równo, to pozostanie 5 talarów,
których nie ma jak podzielić. Ale jeśli pominą Roztargnionego Ant-
ka (który i tak się nie połapie) to pozostaną im tylko 2 niepodzielne
talary.

Ile talarów jest w sakiewce?
{

x ≡6 2
x ≡7 5

Obliczenie s1, s2:
7·s1 ≡6 1 −→ s1 = 1
6·s2 ≡7 1 −→ s2 = 6



Wykład 6, str. 28

Chińskie twierdzenie o resztach

Przykład-bajka:
M7 zbójców dzieli się łupem — sakiewką ze zrabowanymi talarami.
Okazuje się, że jeśli podzielą się po równo, to pozostanie 5 talarów,
których nie ma jak podzielić. Ale jeśli pominą Roztargnionego Ant-
ka (który i tak się nie połapie) to pozostaną im tylko 2 niepodzielne
talary.

Ile talarów jest w sakiewce?
{

x ≡6 2
x ≡7 5

Obliczenie s1, s2:
7·s1 ≡6 1 −→ s1 = 1
6·s2 ≡7 1 −→ s2 = 6

Rozwiązanie:

x0 = (7·1·2 + 6·6·5) mod (7 · 6) = (14 + 180) mod 42

= (14 + 12) mod 42 = 26



Wykład 6, str. 28

Chińskie twierdzenie o resztach

Przykład-bajka:
M7 zbójców dzieli się łupem — sakiewką ze zrabowanymi talarami.
Okazuje się, że jeśli podzielą się po równo, to pozostanie 5 talarów,
których nie ma jak podzielić. Ale jeśli pominą Roztargnionego Ant-
ka (który i tak się nie połapie) to pozostaną im tylko 2 niepodzielne
talary.

Ile talarów jest w sakiewce?
{

x ≡6 2
x ≡7 5

Obliczenie s1, s2:
7·s1 ≡6 1 −→ s1 = 1
6·s2 ≡7 1 −→ s2 = 6

Rozwiązanie:

x0 = (7·1·2 + 6·6·5) mod (7 · 6) = (14 + 180) mod 42

= (14 + 12) mod 42 = 26



Wykład 6, str. 28

Chińskie twierdzenie o resztach

Przykład-bajka:
M7 zbójców dzieli się łupem — sakiewką ze zrabowanymi talarami.
Okazuje się, że jeśli podzielą się po równo, to pozostanie 5 talarów,
których nie ma jak podzielić. Ale jeśli pominą Roztargnionego Ant-
ka (który i tak się nie połapie) to pozostaną im tylko 2 niepodzielne
talary.

Ile talarów jest w sakiewce?
{

x ≡6 2
x ≡7 5

Obliczenie s1, s2:
7·s1 ≡6 1 −→ s1 = 1
6·s2 ≡7 1 −→ s2 = 6

Rozwiązanie:

x0 = (7·1·2 + 6·6·5) mod (7 · 6) = (14 + 180) mod 42

= (14 + 12) mod 42 = 26



Wykład 6, str. 28

Chińskie twierdzenie o resztach

Przykład-bajka:
M7 zbójców dzieli się łupem — sakiewką ze zrabowanymi talarami.
Okazuje się, że jeśli podzielą się po równo, to pozostanie 5 talarów,
których nie ma jak podzielić. Ale jeśli pominą Roztargnionego Ant-
ka (który i tak się nie połapie) to pozostaną im tylko 2 niepodzielne
talary.

Ile talarów jest w sakiewce?
{

x ≡6 2
x ≡7 5

Obliczenie s1, s2:
7·s1 ≡6 1 −→ s1 = 1
6·s2 ≡7 1 −→ s2 = 6

Rozwiązanie:

x0 = (7·1·2 + 6·6·5) mod (7 · 6) = (14 + 180) mod 42

= (14 + 12) mod 42 = 26



Wykład 6, str. 28

Chińskie twierdzenie o resztach

Przykład-bajka:
M7 zbójców dzieli się łupem — sakiewką ze zrabowanymi talarami.
Okazuje się, że jeśli podzielą się po równo, to pozostanie 5 talarów,
których nie ma jak podzielić. Ale jeśli pominą Roztargnionego Ant-
ka (który i tak się nie połapie) to pozostaną im tylko 2 niepodzielne
talary.

Ile talarów jest w sakiewce?
{

x ≡6 2
x ≡7 5

Obliczenie s1, s2:
7·s1 ≡6 1 −→ s1 = 1
6·s2 ≡7 1 −→ s2 = 6

Rozwiązanie:

x0 = (7·1·2 + 6·6·5) mod (7 · 6) = (14 + 180) mod 42

= (14 + 12) mod 42 = 26

Odpowiedź: talarów w sakiewce jest 26,
albo 26 + 42 = 68,
albo 26 + 2·42 = 110,
albo 26 + 3·42 = 152,
albo . . .



Wykład 6, str. 28

Chińskie twierdzenie o resztach

Przykład-bajka:
M7 zbójców dzieli się łupem — sakiewką ze zrabowanymi talarami.
Okazuje się, że jeśli podzielą się po równo, to pozostanie 5 talarów,
których nie ma jak podzielić. Ale jeśli pominą Roztargnionego Ant-
ka (który i tak się nie połapie) to pozostaną im tylko 2 niepodzielne
talary.

Ile talarów jest w sakiewce?
{

x ≡6 2
x ≡7 5

Obliczenie s1, s2:
7·s1 ≡6 1 −→ s1 = 1
6·s2 ≡7 1 −→ s2 = 6

Rozwiązanie:

x0 = (7·1·2 + 6·6·5) mod (7 · 6) = (14 + 180) mod 42

= (14 + 12) mod 42 = 26

Odpowiedź: talarów w sakiewce jest 26,
albo 26 + 42 = 68,
albo 26 + 2·42 = 110,
albo 26 + 3·42 = 152,
albo . . .



Wykład 6, str. 28

Chińskie twierdzenie o resztach

Przykład-bajka:
M7 zbójców dzieli się łupem — sakiewką ze zrabowanymi talarami.
Okazuje się, że jeśli podzielą się po równo, to pozostanie 5 talarów,
których nie ma jak podzielić. Ale jeśli pominą Roztargnionego Ant-
ka (który i tak się nie połapie) to pozostaną im tylko 2 niepodzielne
talary.

Ile talarów jest w sakiewce?
{

x ≡6 2
x ≡7 5

Obliczenie s1, s2:
7·s1 ≡6 1 −→ s1 = 1
6·s2 ≡7 1 −→ s2 = 6

Rozwiązanie:

x0 = (7·1·2 + 6·6·5) mod (7 · 6) = (14 + 180) mod 42

= (14 + 12) mod 42 = 26

Odpowiedź: talarów w sakiewce jest 26,
albo 26 + 42 = 68,
albo 26 + 2·42 = 110,
albo 26 + 3·42 = 152,
albo . . .



Wykład 6, str. 28

Chińskie twierdzenie o resztach

Przykład-bajka:
M7 zbójców dzieli się łupem — sakiewką ze zrabowanymi talarami.
Okazuje się, że jeśli podzielą się po równo, to pozostanie 5 talarów,
których nie ma jak podzielić. Ale jeśli pominą Roztargnionego Ant-
ka (który i tak się nie połapie) to pozostaną im tylko 2 niepodzielne
talary.

Ile talarów jest w sakiewce?
{

x ≡6 2
x ≡7 5

Obliczenie s1, s2:
7·s1 ≡6 1 −→ s1 = 1
6·s2 ≡7 1 −→ s2 = 6

Rozwiązanie:

x0 = (7·1·2 + 6·6·5) mod (7 · 6) = (14 + 180) mod 42

= (14 + 12) mod 42 = 26

Odpowiedź: talarów w sakiewce jest 26,
albo 26 + 42 = 68,
albo 26 + 2·42 = 110,
albo 26 + 3·42 = 152,
albo . . .



Wykład 6, str. 28

Chińskie twierdzenie o resztach

Przykład-bajka:
M7 zbójców dzieli się łupem — sakiewką ze zrabowanymi talarami.
Okazuje się, że jeśli podzielą się po równo, to pozostanie 5 talarów,
których nie ma jak podzielić. Ale jeśli pominą Roztargnionego Ant-
ka (który i tak się nie połapie) to pozostaną im tylko 2 niepodzielne
talary.

Ile talarów jest w sakiewce?
{

x ≡6 2
x ≡7 5

Obliczenie s1, s2:
7·s1 ≡6 1 −→ s1 = 1
6·s2 ≡7 1 −→ s2 = 6

Rozwiązanie:

x0 = (7·1·2 + 6·6·5) mod (7 · 6) = (14 + 180) mod 42

= (14 + 12) mod 42 = 26

Odpowiedź: talarów w sakiewce jest 26,
albo 26 + 42 = 68,
albo 26 + 2·42 = 110,
albo 26 + 3·42 = 152,
albo . . .



Wykład 6, str. 29

Chińskie twierdzenie o resztach

Przykład:
M








x ≡3 2
x ≡7 4
x ≡10 6

nwd(3, 7) = 1 , nwd(3, 10) = 1 , nwd(7, 10) = 1
— więc rozwiązanie istnieje.
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