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znacznie wyznacza drzewo o n wierzchołkach V .

• Powyższe kodowanie i odkodowywanie są swoimi wzajemnymi odwrot-
nościami.

Kodowanie:

1. znaleźć w drzewie liść x o najmniejszym numerze i
wierzchołek y połączony krawędzią z x;

2. do kodu dopisać wierzchołek y;

3. usunąć z drzewa liść x i krawędź {x, y};

4. jeśli w drzewie pozostały więcej niż 2 wierzchołki, to
wrócić do pkt.1.
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4. jeśli na liście pozostały więcej niż 2 wierzchołki, to
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5. połączyć krawędzią dwa pozostałe na liście
wierzchołki.
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4. jeśli na liście pozostały więcej niż 2 wierzchołki, to
wrócić do pkt.1;

5. połączyć krawędzią dwa pozostałe na liście
wierzchołki.

KOD: 2,1,4
Lista: 1,2,4,6,7

1

2 3

5



Wykład 10, str. 2

Drzewa — kod Prüfera

Niech V = {1, 2, . . . , n} .

• Kodowanie: każde drzewo o n > 2 wierzchołkach V (i jakichś krawędziach) można
jednoznacznie zapisać w postaci ciągu n−2 liczb ze zbioru V .

• Odkodowywanie: każdy ciąg długosci n−2 liczb ze zbioru V jednoznacznie
wyznacza drzewo o n wierzchołkach V .

• Powyższe kodowanie i odkodowywanie są swoimi wzajemnymi odwrotnościami.

Odkodowywanie:

1. znaleźć na liście najmniejszy numer k wierzchołka nie
występujący w kodzie;

2. połączyć krawędzią wierzchołek k z pierwszym
wierzchołkiem ℓ z kodu;

3. usunąć k z listy oraz ℓ z kodu;

4. jeśli na liście pozostały więcej niż 2 wierzchołki, to
wrócić do pkt.1;

5. połączyć krawędzią dwa pozostałe na liście
wierzchołki.

KOD: 2,1,4
Lista: 1,2,4,6,7

1

2 3

5 6



Wykład 10, str. 2

Drzewa — kod Prüfera

Niech V = {1, 2, . . . , n} .

• Kodowanie: każde drzewo o n > 2 wierzchołkach V (i jakichś krawędziach) można
jednoznacznie zapisać w postaci ciągu n−2 liczb ze zbioru V .

• Odkodowywanie: każdy ciąg długosci n−2 liczb ze zbioru V jednoznacznie
wyznacza drzewo o n wierzchołkach V .

• Powyższe kodowanie i odkodowywanie są swoimi wzajemnymi odwrotnościami.

Odkodowywanie:

1. znaleźć na liście najmniejszy numer k wierzchołka nie
występujący w kodzie;

2. połączyć krawędzią wierzchołek k z pierwszym
wierzchołkiem ℓ z kodu;

3. usunąć k z listy oraz ℓ z kodu;

4. jeśli na liście pozostały więcej niż 2 wierzchołki, to
wrócić do pkt.1;

5. połączyć krawędzią dwa pozostałe na liście
wierzchołki.

KOD: 2,1,4
Lista: 1,2,4,6,7

1

2 3

5 6



Wykład 10, str. 2

Drzewa — kod Prüfera

Niech V = {1, 2, . . . , n} .

• Kodowanie: każde drzewo o n > 2 wierzchołkach V (i jakichś krawędziach) można
jednoznacznie zapisać w postaci ciągu n−2 liczb ze zbioru V .

• Odkodowywanie: każdy ciąg długosci n−2 liczb ze zbioru V jednoznacznie
wyznacza drzewo o n wierzchołkach V .

• Powyższe kodowanie i odkodowywanie są swoimi wzajemnymi odwrotnościami.

Odkodowywanie:

1. znaleźć na liście najmniejszy numer k wierzchołka nie
występujący w kodzie;

2. połączyć krawędzią wierzchołek k z pierwszym
wierzchołkiem ℓ z kodu;

3. usunąć k z listy oraz ℓ z kodu;

4. jeśli na liście pozostały więcej niż 2 wierzchołki, to
wrócić do pkt.1;

5. połączyć krawędzią dwa pozostałe na liście
wierzchołki.

KOD: 1,4
Lista: 1,2,4,7

1

2 3

5 6



Wykład 10, str. 2

Drzewa — kod Prüfera

Niech V = {1, 2, . . . , n} .

• Kodowanie: każde drzewo o n > 2 wierzchołkach V (i jakichś krawędziach) można
jednoznacznie zapisać w postaci ciągu n−2 liczb ze zbioru V .

• Odkodowywanie: każdy ciąg długosci n−2 liczb ze zbioru V jednoznacznie
wyznacza drzewo o n wierzchołkach V .

• Powyższe kodowanie i odkodowywanie są swoimi wzajemnymi odwrotnościami.

Odkodowywanie:

1. znaleźć na liście najmniejszy numer k wierzchołka nie
występujący w kodzie;

2. połączyć krawędzią wierzchołek k z pierwszym
wierzchołkiem ℓ z kodu;

3. usunąć k z listy oraz ℓ z kodu;

4. jeśli na liście pozostały więcej niż 2 wierzchołki, to
wrócić do pkt.1;

5. połączyć krawędzią dwa pozostałe na liście
wierzchołki.

KOD: 1,4
Lista: 1,2,4,7

1

2 3

5 6



Wykład 10, str. 2

Drzewa — kod Prüfera

Niech V = {1, 2, . . . , n} .

• Kodowanie: każde drzewo o n > 2 wierzchołkach V (i jakichś krawędziach) można
jednoznacznie zapisać w postaci ciągu n−2 liczb ze zbioru V .

• Odkodowywanie: każdy ciąg długosci n−2 liczb ze zbioru V jednoznacznie
wyznacza drzewo o n wierzchołkach V .

• Powyższe kodowanie i odkodowywanie są swoimi wzajemnymi odwrotnościami.

Odkodowywanie:

1. znaleźć na liście najmniejszy numer k wierzchołka nie
występujący w kodzie;

2. połączyć krawędzią wierzchołek k z pierwszym
wierzchołkiem ℓ z kodu;

3. usunąć k z listy oraz ℓ z kodu;

4. jeśli na liście pozostały więcej niż 2 wierzchołki, to
wrócić do pkt.1;

5. połączyć krawędzią dwa pozostałe na liście
wierzchołki.

KOD: 1,4
Lista: 1,2,4,7

1

2 3

5 6



Wykład 10, str. 2

Drzewa — kod Prüfera

Niech V = {1, 2, . . . , n} .

• Kodowanie: każde drzewo o n > 2 wierzchołkach V (i jakichś krawędziach) można
jednoznacznie zapisać w postaci ciągu n−2 liczb ze zbioru V .

• Odkodowywanie: każdy ciąg długosci n−2 liczb ze zbioru V jednoznacznie
wyznacza drzewo o n wierzchołkach V .

• Powyższe kodowanie i odkodowywanie są swoimi wzajemnymi odwrotnościami.

Odkodowywanie:

1. znaleźć na liście najmniejszy numer k wierzchołka nie
występujący w kodzie;

2. połączyć krawędzią wierzchołek k z pierwszym
wierzchołkiem ℓ z kodu;

3. usunąć k z listy oraz ℓ z kodu;

4. jeśli na liście pozostały więcej niż 2 wierzchołki, to
wrócić do pkt.1;

5. połączyć krawędzią dwa pozostałe na liście
wierzchołki.

KOD: 1,4
Lista: 1,2,4,7

1

2 3

5 6



Wykład 10, str. 2

Drzewa — kod Prüfera

Niech V = {1, 2, . . . , n} .

• Kodowanie: każde drzewo o n > 2 wierzchołkach V (i jakichś krawędziach) można
jednoznacznie zapisać w postaci ciągu n−2 liczb ze zbioru V .

• Odkodowywanie: każdy ciąg długosci n−2 liczb ze zbioru V jednoznacznie
wyznacza drzewo o n wierzchołkach V .

• Powyższe kodowanie i odkodowywanie są swoimi wzajemnymi odwrotnościami.

Odkodowywanie:

1. znaleźć na liście najmniejszy numer k wierzchołka nie
występujący w kodzie;

2. połączyć krawędzią wierzchołek k z pierwszym
wierzchołkiem ℓ z kodu;

3. usunąć k z listy oraz ℓ z kodu;

4. jeśli na liście pozostały więcej niż 2 wierzchołki, to
wrócić do pkt.1;

5. połączyć krawędzią dwa pozostałe na liście
wierzchołki.

KOD: 1,4
Lista: 1,2,4,7

1

2 3

5 6



Wykład 10, str. 2

Drzewa — kod Prüfera

Niech V = {1, 2, . . . , n} .

• Kodowanie: każde drzewo o n > 2 wierzchołkach V (i jakichś krawędziach) można
jednoznacznie zapisać w postaci ciągu n−2 liczb ze zbioru V .

• Odkodowywanie: każdy ciąg długosci n−2 liczb ze zbioru V jednoznacznie
wyznacza drzewo o n wierzchołkach V .

• Powyższe kodowanie i odkodowywanie są swoimi wzajemnymi odwrotnościami.

Odkodowywanie:

1. znaleźć na liście najmniejszy numer k wierzchołka nie
występujący w kodzie;

2. połączyć krawędzią wierzchołek k z pierwszym
wierzchołkiem ℓ z kodu;

3. usunąć k z listy oraz ℓ z kodu;

4. jeśli na liście pozostały więcej niż 2 wierzchołki, to
wrócić do pkt.1;

5. połączyć krawędzią dwa pozostałe na liście
wierzchołki.

KOD: 1,4
Lista: 1,2,4,7

1

2 3

5 6



Wykład 10, str. 2

Drzewa — kod Prüfera

Niech V = {1, 2, . . . , n} .

• Kodowanie: każde drzewo o n > 2 wierzchołkach V (i jakichś krawędziach) można
jednoznacznie zapisać w postaci ciągu n−2 liczb ze zbioru V .

• Odkodowywanie: każdy ciąg długosci n−2 liczb ze zbioru V jednoznacznie
wyznacza drzewo o n wierzchołkach V .

• Powyższe kodowanie i odkodowywanie są swoimi wzajemnymi odwrotnościami.

Odkodowywanie:

1. znaleźć na liście najmniejszy numer k wierzchołka nie
występujący w kodzie;

2. połączyć krawędzią wierzchołek k z pierwszym
wierzchołkiem ℓ z kodu;

3. usunąć k z listy oraz ℓ z kodu;

4. jeśli na liście pozostały więcej niż 2 wierzchołki, to
wrócić do pkt.1;

5. połączyć krawędzią dwa pozostałe na liście
wierzchołki.

KOD: 1,4
Lista: 1,2,4,7

1

2 3

5 6



Wykład 10, str. 2

Drzewa — kod Prüfera

Niech V = {1, 2, . . . , n} .

• Kodowanie: każde drzewo o n > 2 wierzchołkach V (i jakichś krawędziach) można
jednoznacznie zapisać w postaci ciągu n−2 liczb ze zbioru V .

• Odkodowywanie: każdy ciąg długosci n−2 liczb ze zbioru V jednoznacznie
wyznacza drzewo o n wierzchołkach V .

• Powyższe kodowanie i odkodowywanie są swoimi wzajemnymi odwrotnościami.

Odkodowywanie:

1. znaleźć na liście najmniejszy numer k wierzchołka nie
występujący w kodzie;

2. połączyć krawędzią wierzchołek k z pierwszym
wierzchołkiem ℓ z kodu;

3. usunąć k z listy oraz ℓ z kodu;

4. jeśli na liście pozostały więcej niż 2 wierzchołki, to
wrócić do pkt.1;

5. połączyć krawędzią dwa pozostałe na liście
wierzchołki.

KOD: 4
Lista: 1,4,7

1

2 3

5 6



Wykład 10, str. 2

Drzewa — kod Prüfera

Niech V = {1, 2, . . . , n} .

• Kodowanie: każde drzewo o n > 2 wierzchołkach V (i jakichś krawędziach) można
jednoznacznie zapisać w postaci ciągu n−2 liczb ze zbioru V .

• Odkodowywanie: każdy ciąg długosci n−2 liczb ze zbioru V jednoznacznie
wyznacza drzewo o n wierzchołkach V .

• Powyższe kodowanie i odkodowywanie są swoimi wzajemnymi odwrotnościami.

Odkodowywanie:

1. znaleźć na liście najmniejszy numer k wierzchołka nie
występujący w kodzie;

2. połączyć krawędzią wierzchołek k z pierwszym
wierzchołkiem ℓ z kodu;

3. usunąć k z listy oraz ℓ z kodu;

4. jeśli na liście pozostały więcej niż 2 wierzchołki, to
wrócić do pkt.1;

5. połączyć krawędzią dwa pozostałe na liście
wierzchołki.

KOD: 4
Lista: 1,4,7

1

2 3

5 6



Wykład 10, str. 2

Drzewa — kod Prüfera

Niech V = {1, 2, . . . , n} .

• Kodowanie: każde drzewo o n > 2 wierzchołkach V (i jakichś krawędziach) można
jednoznacznie zapisać w postaci ciągu n−2 liczb ze zbioru V .

• Odkodowywanie: każdy ciąg długosci n−2 liczb ze zbioru V jednoznacznie
wyznacza drzewo o n wierzchołkach V .

• Powyższe kodowanie i odkodowywanie są swoimi wzajemnymi odwrotnościami.

Odkodowywanie:

1. znaleźć na liście najmniejszy numer k wierzchołka nie
występujący w kodzie;

2. połączyć krawędzią wierzchołek k z pierwszym
wierzchołkiem ℓ z kodu;

3. usunąć k z listy oraz ℓ z kodu;

4. jeśli na liście pozostały więcej niż 2 wierzchołki, to
wrócić do pkt.1;

5. połączyć krawędzią dwa pozostałe na liście
wierzchołki.

KOD: 4
Lista: 1,4,7

1

2 3

5 6



Wykład 10, str. 2

Drzewa — kod Prüfera

Niech V = {1, 2, . . . , n} .

• Kodowanie: każde drzewo o n > 2 wierzchołkach V (i jakichś krawędziach) można
jednoznacznie zapisać w postaci ciągu n−2 liczb ze zbioru V .

• Odkodowywanie: każdy ciąg długosci n−2 liczb ze zbioru V jednoznacznie
wyznacza drzewo o n wierzchołkach V .

• Powyższe kodowanie i odkodowywanie są swoimi wzajemnymi odwrotnościami.

Odkodowywanie:

1. znaleźć na liście najmniejszy numer k wierzchołka nie
występujący w kodzie;

2. połączyć krawędzią wierzchołek k z pierwszym
wierzchołkiem ℓ z kodu;

3. usunąć k z listy oraz ℓ z kodu;

4. jeśli na liście pozostały więcej niż 2 wierzchołki, to
wrócić do pkt.1;

5. połączyć krawędzią dwa pozostałe na liście
wierzchołki.

KOD: 4
Lista: 1,4,7

1

2 3

5 6



Wykład 10, str. 2

Drzewa — kod Prüfera

Niech V = {1, 2, . . . , n} .

• Kodowanie: każde drzewo o n > 2 wierzchołkach V (i jakichś krawędziach) można
jednoznacznie zapisać w postaci ciągu n−2 liczb ze zbioru V .

• Odkodowywanie: każdy ciąg długosci n−2 liczb ze zbioru V jednoznacznie
wyznacza drzewo o n wierzchołkach V .

• Powyższe kodowanie i odkodowywanie są swoimi wzajemnymi odwrotnościami.

Odkodowywanie:

1. znaleźć na liście najmniejszy numer k wierzchołka nie
występujący w kodzie;

2. połączyć krawędzią wierzchołek k z pierwszym
wierzchołkiem ℓ z kodu;

3. usunąć k z listy oraz ℓ z kodu;

4. jeśli na liście pozostały więcej niż 2 wierzchołki, to
wrócić do pkt.1;

5. połączyć krawędzią dwa pozostałe na liście
wierzchołki.

KOD: 4
Lista: 1,4,7

1

2 3

5 6



Wykład 10, str. 2

Drzewa — kod Prüfera

Niech V = {1, 2, . . . , n} .

• Kodowanie: każde drzewo o n > 2 wierzchołkach V (i jakichś krawędziach) można
jednoznacznie zapisać w postaci ciągu n−2 liczb ze zbioru V .

• Odkodowywanie: każdy ciąg długosci n−2 liczb ze zbioru V jednoznacznie
wyznacza drzewo o n wierzchołkach V .

• Powyższe kodowanie i odkodowywanie są swoimi wzajemnymi odwrotnościami.

Odkodowywanie:

1. znaleźć na liście najmniejszy numer k wierzchołka nie
występujący w kodzie;

2. połączyć krawędzią wierzchołek k z pierwszym
wierzchołkiem ℓ z kodu;

3. usunąć k z listy oraz ℓ z kodu;

4. jeśli na liście pozostały więcej niż 2 wierzchołki, to
wrócić do pkt.1;

5. połączyć krawędzią dwa pozostałe na liście
wierzchołki.

KOD: 4
Lista: 1,4,7

1

2 3 4

5 6



Wykład 10, str. 2

Drzewa — kod Prüfera

Niech V = {1, 2, . . . , n} .

• Kodowanie: każde drzewo o n > 2 wierzchołkach V (i jakichś krawędziach) można
jednoznacznie zapisać w postaci ciągu n−2 liczb ze zbioru V .

• Odkodowywanie: każdy ciąg długosci n−2 liczb ze zbioru V jednoznacznie
wyznacza drzewo o n wierzchołkach V .

• Powyższe kodowanie i odkodowywanie są swoimi wzajemnymi odwrotnościami.

Odkodowywanie:

1. znaleźć na liście najmniejszy numer k wierzchołka nie
występujący w kodzie;

2. połączyć krawędzią wierzchołek k z pierwszym
wierzchołkiem ℓ z kodu;

3. usunąć k z listy oraz ℓ z kodu;

4. jeśli na liście pozostały więcej niż 2 wierzchołki, to
wrócić do pkt.1;

5. połączyć krawędzią dwa pozostałe na liście
wierzchołki.

KOD: 4
Lista: 1,4,7

1

2 3 4

5 6



Wykład 10, str. 2

Drzewa — kod Prüfera

Niech V = {1, 2, . . . , n} .

• Kodowanie: każde drzewo o n > 2 wierzchołkach V (i jakichś krawędziach) można
jednoznacznie zapisać w postaci ciągu n−2 liczb ze zbioru V .

• Odkodowywanie: każdy ciąg długosci n−2 liczb ze zbioru V jednoznacznie
wyznacza drzewo o n wierzchołkach V .

• Powyższe kodowanie i odkodowywanie są swoimi wzajemnymi odwrotnościami.

Odkodowywanie:

1. znaleźć na liście najmniejszy numer k wierzchołka nie
występujący w kodzie;

2. połączyć krawędzią wierzchołek k z pierwszym
wierzchołkiem ℓ z kodu;

3. usunąć k z listy oraz ℓ z kodu;

4. jeśli na liście pozostały więcej niż 2 wierzchołki, to
wrócić do pkt.1;

5. połączyć krawędzią dwa pozostałe na liście
wierzchołki.

KOD:
Lista: 4,7

1

2 3 4

5 6



Wykład 10, str. 2

Drzewa — kod Prüfera

Niech V = {1, 2, . . . , n} .

• Kodowanie: każde drzewo o n > 2 wierzchołkach V (i jakichś krawędziach) można
jednoznacznie zapisać w postaci ciągu n−2 liczb ze zbioru V .

• Odkodowywanie: każdy ciąg długosci n−2 liczb ze zbioru V jednoznacznie
wyznacza drzewo o n wierzchołkach V .

• Powyższe kodowanie i odkodowywanie są swoimi wzajemnymi odwrotnościami.

Odkodowywanie:

1. znaleźć na liście najmniejszy numer k wierzchołka nie
występujący w kodzie;

2. połączyć krawędzią wierzchołek k z pierwszym
wierzchołkiem ℓ z kodu;

3. usunąć k z listy oraz ℓ z kodu;

4. jeśli na liście pozostały więcej niż 2 wierzchołki, to
wrócić do pkt.1;

5. połączyć krawędzią dwa pozostałe na liście
wierzchołki.

KOD:
Lista: 4,7

1

2 3 4

5 6



Wykład 10, str. 2

Drzewa — kod Prüfera

Niech V = {1, 2, . . . , n} .

• Kodowanie: każde drzewo o n > 2 wierzchołkach V (i jakichś krawędziach) można
jednoznacznie zapisać w postaci ciągu n−2 liczb ze zbioru V .

• Odkodowywanie: każdy ciąg długosci n−2 liczb ze zbioru V jednoznacznie
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Odkodowywanie:

1. znaleźć na liście najmniejszy numer k wierzchołka nie
występujący w kodzie;

2. połączyć krawędzią wierzchołek k z pierwszym
wierzchołkiem ℓ z kodu;

3. usunąć k z listy oraz ℓ z kodu;

4. jeśli na liście pozostały więcej niż 2 wierzchołki, to
wrócić do pkt.1;

5. połączyć krawędzią dwa pozostałe na liście
wierzchołki.

KOD:
Lista: 4,7
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Twierdzenie: (prosty wniosek)
Drzewo spinające grafu G = 〈V,E〉 ma
• |V | wierzchołków i

• |V |−1 krawędzi.
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Przeszukiwanie wszystkich wierzchołków grafu przydaje się w wielu algoryt-
mach stosowanych w informatyce.
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Twierdzenie: (wniosek z tw. Halla)
W grafie dwudzielnym regularnym (czyli z tym samym stopniem wszystkich wierz-
chołków) istnieje pełne skojarzenie.



Wykład 10, str. 9

Zastosowanie: Kwadraty łacińskie

Definicja:
Kwadrat łaciński stopnia n ∈ N to macierz n× n wypełniona liczbami
ze zbioru Pn = {1, 2, . . . , n} w taki sposób, że każdy wiersz i każda kolumna
jest permutacją Pn (czyli w każdym wierszu i każdej kolumnie każda liczba
ze zbioru Pn występuje dokładnie raz).
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3 4 1 2
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
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

OK. OK. OK. NIE!
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Wykład 10, str. 10

Zastosowanie: Kwadraty łacińskie

Jak utworzyć kwadrat łaciński 4× 4?
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
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Wykład 10, str. 11

Zastosowanie: Kwadraty łacińskie

Krok 3 —
graf dwudzielny; po lewej wiersze macierzy, po prawej liczby
znaleźć w nim pełne skojarzenie (nie ma już wyboru. . . )
cały kwadrat:








1 3 2 4
2 1 4 3
3 4 1 2
4 2 3 1








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Krok 3 —
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







1 3 2 4
2 1 4 3
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4 2 3 1






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1 3 2 1

2 1 4 2

3 4 1 3

4 2 3 4

Oczywiście tak można działać również dla kwadratów większych niż 4× 4.
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Krok 3 —
graf dwudzielny; po lewej wiersze macierzy, po prawej liczby
znaleźć w nim pełne skojarzenie (nie ma już wyboru. . . )
cały kwadrat:








1 3 2 4
2 1 4 3
3 4 1 2
4 2 3 1









1 3 2 1

2 1 4 2

3 4 1 3

4 2 3 4

Oczywiście tak można działać również dla kwadratów większych niż 4× 4.

Istotna jest możliwość znalezienia pełnego skojarzenia w każdym kroku.



Wykład 10, str. 12

Grafy hamiltonowskie

Z poprzedniego wykładu:

Definicja:
Graf G jest eulerowski ⇐⇒
istnieje cykl zawierający wszystkie jego

krawędzie.



Wykład 10, str. 12

Grafy hamiltonowskie

Z poprzedniego wykładu:

Definicja:
Graf G jest eulerowski ⇐⇒
istnieje cykl zawierający wszystkie jego

krawędzie.

Definicja: (nowa)
Graf G jest hamiltonowski ⇐⇒
istnieje cykl zawierający wszystkie jego
wierzchołki, każdy po 1 razie (z wyjątkiem
początkowego i końcowego).



Wykład 10, str. 12

Grafy hamiltonowskie

Z poprzedniego wykładu:

Definicja:
Graf G jest eulerowski ⇐⇒
istnieje cykl zawierający wszystkie jego

krawędzie.

Definicja: (nowa)
Graf G jest hamiltonowski ⇐⇒
istnieje cykl zawierający wszystkie jego
wierzchołki, każdy po 1 razie (z wyjątkiem
początkowego i końcowego).



Wykład 10, str. 12

Grafy hamiltonowskie

Z poprzedniego wykładu:

Definicja:
Graf G jest eulerowski ⇐⇒
istnieje cykl zawierający wszystkie jego

krawędzie.

Definicja: (nowa)
Graf G jest hamiltonowski ⇐⇒
istnieje cykl zawierający wszystkie jego
wierzchołki, każdy po 1 razie (z wyjątkiem
początkowego i końcowego).



Wykład 10, str. 12

Grafy hamiltonowskie

Z poprzedniego wykładu:

Definicja:
Graf G jest eulerowski ⇐⇒
istnieje cykl zawierający wszystkie jego

krawędzie.

Definicja: (nowa)
Graf G jest hamiltonowski ⇐⇒
istnieje cykl zawierający wszystkie jego
wierzchołki, każdy po 1 razie (z wyjątkiem
początkowego i końcowego).



Wykład 10, str. 12

Grafy hamiltonowskie

Z poprzedniego wykładu:

Definicja:
Graf G jest eulerowski ⇐⇒
istnieje cykl zawierający wszystkie jego

krawędzie.

Definicja: (nowa)
Graf G jest hamiltonowski ⇐⇒
istnieje cykl zawierający wszystkie jego
wierzchołki, każdy po 1 razie (z wyjątkiem
początkowego i końcowego).

Przykład: (grafy hamiltonowskie)



Wykład 10, str. 12

Grafy hamiltonowskie

Z poprzedniego wykładu:

Definicja:
Graf G jest eulerowski ⇐⇒
istnieje cykl zawierający wszystkie jego

krawędzie.

Definicja: (nowa)
Graf G jest hamiltonowski ⇐⇒
istnieje cykl zawierający wszystkie jego
wierzchołki, każdy po 1 razie (z wyjątkiem
początkowego i końcowego).

Przykład: (grafy hamiltonowskie)



Wykład 10, str. 12

Grafy hamiltonowskie

Z poprzedniego wykładu:

Definicja:
Graf G jest eulerowski ⇐⇒
istnieje cykl zawierający wszystkie jego

krawędzie.

Definicja: (nowa)
Graf G jest hamiltonowski ⇐⇒
istnieje cykl zawierający wszystkie jego
wierzchołki, każdy po 1 razie (z wyjątkiem
początkowego i końcowego).

Przykład: (grafy hamiltonowskie)



Wykład 10, str. 12

Grafy hamiltonowskie

Z poprzedniego wykładu:

Definicja:
Graf G jest eulerowski ⇐⇒
istnieje cykl zawierający wszystkie jego

krawędzie.

Definicja: (nowa)
Graf G jest hamiltonowski ⇐⇒
istnieje cykl zawierający wszystkie jego
wierzchołki, każdy po 1 razie (z wyjątkiem
początkowego i końcowego).

Przykład: (grafy hamiltonowskie)



Wykład 10, str. 12

Grafy hamiltonowskie

Z poprzedniego wykładu:

Definicja:
Graf G jest eulerowski ⇐⇒
istnieje cykl zawierający wszystkie jego

krawędzie.

Definicja: (nowa)
Graf G jest hamiltonowski ⇐⇒
istnieje cykl zawierający wszystkie jego
wierzchołki, każdy po 1 razie (z wyjątkiem
początkowego i końcowego).

Przykład: (grafy hamiltonowskie)



Wykład 10, str. 12

Grafy hamiltonowskie

Z poprzedniego wykładu:

Definicja:
Graf G jest eulerowski ⇐⇒
istnieje cykl zawierający wszystkie jego

krawędzie.

Definicja: (nowa)
Graf G jest hamiltonowski ⇐⇒
istnieje cykl zawierający wszystkie jego
wierzchołki, każdy po 1 razie (z wyjątkiem
początkowego i końcowego).

Przykład: (grafy hamiltonowskie)



Wykład 10, str. 12

Grafy hamiltonowskie

Z poprzedniego wykładu:

Definicja:
Graf G jest eulerowski ⇐⇒
istnieje cykl zawierający wszystkie jego

krawędzie.

Definicja: (nowa)
Graf G jest hamiltonowski ⇐⇒
istnieje cykl zawierający wszystkie jego
wierzchołki, każdy po 1 razie (z wyjątkiem
początkowego i końcowego).

Przykład: (grafy hamiltonowskie)

Przykład: (grafy niehamiltonowskie)



Wykład 10, str. 12

Grafy hamiltonowskie

Z poprzedniego wykładu:

Definicja:
Graf G jest eulerowski ⇐⇒
istnieje cykl zawierający wszystkie jego

krawędzie.

Definicja: (nowa)
Graf G jest hamiltonowski ⇐⇒
istnieje cykl zawierający wszystkie jego
wierzchołki, każdy po 1 razie (z wyjątkiem
początkowego i końcowego).

Przykład: (grafy hamiltonowskie)

Przykład: (grafy niehamiltonowskie)

?



Wykład 10, str. 13

Grafy hamiltonowskie

Problem komiwojażera:
— znaleźć najkrótszą drogę odwiedzającą
wszystkich odbiorców i powracającą do punktu
startu



Wykład 10, str. 13

Grafy hamiltonowskie

Problem komiwojażera:
— znaleźć najkrótszą drogę odwiedzającą
wszystkich odbiorców i powracającą do punktu
startu

to znaczy:
— w grafie ważonym znaleźć cykl Hamiltona o
możliwie niskiej wadze



Wykład 10, str. 13

Grafy hamiltonowskie

Problem komiwojażera:
— znaleźć najkrótszą drogę odwiedzającą
wszystkich odbiorców i powracającą do punktu
startu

to znaczy:
— w grafie ważonym znaleźć cykl Hamiltona o
możliwie niskiej wadze

Przykład:

A

B

CD

E

3

1

3

2

3

1

3

3

1

2

droga wagi 3 cykl wagi 12 cykl wagi 10 cykl wagi 8



Wykład 10, str. 13

Grafy hamiltonowskie

Problem komiwojażera:
— znaleźć najkrótszą drogę odwiedzającą
wszystkich odbiorców i powracającą do punktu
startu

to znaczy:
— w grafie ważonym znaleźć cykl Hamiltona o
możliwie niskiej wadze

Przykład:

A

B

CD

E

3

1

3

2

3

1

3

3

1

2

droga wagi 3 cykl wagi 12 cykl wagi 10 cykl wagi 8



Wykład 10, str. 13

Grafy hamiltonowskie

Problem komiwojażera:
— znaleźć najkrótszą drogę odwiedzającą
wszystkich odbiorców i powracającą do punktu
startu

to znaczy:
— w grafie ważonym znaleźć cykl Hamiltona o
możliwie niskiej wadze

Przykład:

A

B

CD

E

3

1

3

2

3

1

3

3

1

2

droga wagi 3 cykl wagi 12 cykl wagi 10 cykl wagi 8



Wykład 10, str. 13

Grafy hamiltonowskie

Problem komiwojażera:
— znaleźć najkrótszą drogę odwiedzającą
wszystkich odbiorców i powracającą do punktu
startu

to znaczy:
— w grafie ważonym znaleźć cykl Hamiltona o
możliwie niskiej wadze

Przykład:

A

B

CD

E

3

1

3

2

3

1

3

3

1

2

droga wagi 4 cykl wagi 12 cykl wagi 10 cykl wagi 8



Wykład 10, str. 13

Grafy hamiltonowskie

Problem komiwojażera:
— znaleźć najkrótszą drogę odwiedzającą
wszystkich odbiorców i powracającą do punktu
startu

to znaczy:
— w grafie ważonym znaleźć cykl Hamiltona o
możliwie niskiej wadze

Przykład:

A

B

CD

E

3

1

3

2

3

1

3

3

1

2

droga wagi 7 cykl wagi 12 cykl wagi 10 cykl wagi 8



Wykład 10, str. 13

Grafy hamiltonowskie

Problem komiwojażera:
— znaleźć najkrótszą drogę odwiedzającą
wszystkich odbiorców i powracającą do punktu
startu

to znaczy:
— w grafie ważonym znaleźć cykl Hamiltona o
możliwie niskiej wadze

Przykład:

A

B

CD

E

3

1

3

2

3

1

3

3

1

2

droga wagi 10 cykl wagi 12 cykl wagi 10 cykl wagi 8



Wykład 10, str. 13

Grafy hamiltonowskie

Problem komiwojażera:
— znaleźć najkrótszą drogę odwiedzającą
wszystkich odbiorców i powracającą do punktu
startu

to znaczy:
— w grafie ważonym znaleźć cykl Hamiltona o
możliwie niskiej wadze

Przykład:

A

B

CD

E

3

1

3

2

3

1

3

3

1

2

droga wagi 13 cykl wagi 12 cykl wagi 10 cykl wagi 8



Wykład 10, str. 13

Grafy hamiltonowskie

Problem komiwojażera:
— znaleźć najkrótszą drogę odwiedzającą
wszystkich odbiorców i powracającą do punktu
startu

to znaczy:
— w grafie ważonym znaleźć cykl Hamiltona o
możliwie niskiej wadze

Przykład:

A

B

CD

E

3

1

3

2

3

1

3

3

1

2

cykl wagi 13 cykl wagi 12 cykl wagi 10 cykl wagi 8



Wykład 10, str. 13

Grafy hamiltonowskie

Problem komiwojażera:
— znaleźć najkrótszą drogę odwiedzającą
wszystkich odbiorców i powracającą do punktu
startu

to znaczy:
— w grafie ważonym znaleźć cykl Hamiltona o
możliwie niskiej wadze

Przykład:

A

B

CD

E

3

1

3

2

3

1

3

3

1

2

A

B

CD

E

3

1

3

2

3

1

3

3

1

2

cykl wagi 13 cykl wagi 12 cykl wagi 10 cykl wagi 8



Wykład 10, str. 13

Grafy hamiltonowskie

Problem komiwojażera:
— znaleźć najkrótszą drogę odwiedzającą
wszystkich odbiorców i powracającą do punktu
startu

to znaczy:
— w grafie ważonym znaleźć cykl Hamiltona o
możliwie niskiej wadze

Przykład:

A

B

CD

E

3

1

3

2

3

1

3

3

1

2

A

B

CD

E

3

1

3

2

3

1

3

3

1

2

cykl wagi 13 cykl wagi 12 cykl wagi 10 cykl wagi 8



Wykład 10, str. 13

Grafy hamiltonowskie

Problem komiwojażera:
— znaleźć najkrótszą drogę odwiedzającą
wszystkich odbiorców i powracającą do punktu
startu

to znaczy:
— w grafie ważonym znaleźć cykl Hamiltona o
możliwie niskiej wadze

Przykład:

A

B

CD

E

3

1

3

2

3

1

3

3

1

2

A

B

CD

E

3

1

3

2

3

1

3

3

1

2

cykl wagi 13 cykl wagi 12 cykl wagi 10 cykl wagi 8



Wykład 10, str. 13

Grafy hamiltonowskie

Problem komiwojażera:
— znaleźć najkrótszą drogę odwiedzającą
wszystkich odbiorców i powracającą do punktu
startu

to znaczy:
— w grafie ważonym znaleźć cykl Hamiltona o
możliwie niskiej wadze

Przykład:

A

B

CD

E

3

1

3

2

3

1

3

3

1

2

A

B

CD

E

3

1

3

2

3

1

3

3

1

2

A

B

CD

E

3

1

3

2

3

1

3

3

1

2

cykl wagi 13 cykl wagi 12 cykl wagi 10 cykl wagi 8



Wykład 10, str. 13

Grafy hamiltonowskie

Problem komiwojażera:
— znaleźć najkrótszą drogę odwiedzającą
wszystkich odbiorców i powracającą do punktu
startu

to znaczy:
— w grafie ważonym znaleźć cykl Hamiltona o
możliwie niskiej wadze

Przykład:

A

B

CD

E

3

1

3

2

3

1

3

3

1

2

A

B

CD

E

3

1

3

2

3

1

3

3

1

2

A

B

CD

E

3

1

3

2

3

1

3

3

1

2

cykl wagi 13 cykl wagi 12 cykl wagi 10 cykl wagi 8



Wykład 10, str. 13

Grafy hamiltonowskie

Problem komiwojażera:
— znaleźć najkrótszą drogę odwiedzającą
wszystkich odbiorców i powracającą do punktu
startu

to znaczy:
— w grafie ważonym znaleźć cykl Hamiltona o
możliwie niskiej wadze

Przykład:

A

B

CD

E

3

1

3

2

3

1

3

3

1

2

A

B

CD

E

3

1

3

2

3

1

3

3

1

2

A

B

CD

E

3

1

3

2

3

1

3

3

1

2

A

B

CD

E

3

1

3

2

3

1

3

3

1

2

cykl wagi 13 cykl wagi 12 cykl wagi 10 cykl wagi 8



Wykład 10, str. 13

Grafy hamiltonowskie

Problem komiwojażera:
— znaleźć najkrótszą drogę odwiedzającą
wszystkich odbiorców i powracającą do punktu
startu

to znaczy:
— w grafie ważonym znaleźć cykl Hamiltona o
możliwie niskiej wadze

Przykład:

A

B

CD

E

3

1

3

2

3

1

3

3

1

2

A

B

CD

E

3

1

3

2

3

1

3

3

1

2

A

B

CD

E

3

1

3

2

3

1

3

3

1

2

A

B

CD

E

3

1

3

2

3

1

3

3

1

2

cykl wagi 13 cykl wagi 12 cykl wagi 10 cykl wagi 8



Wykład 10, str. 14

Grafy — kolorowanie krawędzi

Definicja:
Graf G = 〈V,E〉 jest krawędziowo k-kolorowalny (k ∈ N) ⇐⇒
istnieje funkcja f : E → {1, 2, . . . , k} (krawędzie w zbiór k „kolorów”) taka, że

∀e1,e2∈E e1 ∩ e2 6= ∅ ⇒ f(e1) 6= f(e2)
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Definicja:
Graf jest acykliczny, jeśli nie zawiera cykli, czyli zamkniętych dróg prostych
o długości > 1 .
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Sortowanie topologiczne

Definicja:
Graf jest acykliczny, jeśli nie zawiera cykli, czyli zamkniętych dróg prostych
o długości > 1 .

Definicja:
Topologiczny porządek w skierowanym grafie acyklicznym G = 〈V,E〉 —
porządek liniowy ¬ na V taki, że

∀(v,w)∈E v ¬ w

czyli wszystkie strzałki w grafie prowadzą od wierzchołków mniejszych do większych.
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Sortowanie topologiczne

Algorytm sortowania topologicznego:

1. lista L ← pusta

2. zbiór S ← wierzchołki, do których nie dochodzą
żadne strzałki

3. jeśli S = ∅, to zakończyć; lista L zawiera
uporządkowane topologicznie wierzchołki grafu

4. wybrać jakiś wierzchołek v ∈ S, przenieść go z S na
koniec L

5. dla każdej krawędzi wychodzącej z v idącej do
jakiegoś w

• usunąć tą krawędź z grafu
• jeśli do w nie dochodzi żadna krawędź, to
dodać w do S

6. powrócić do 3

❘❄ ✠

☛❘ ❄

a b

c d

e

S:
L:
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